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 Introduzione 
 
 
 
 
 
 
In questo lavoro si studia la genesi spontanea di vortici a superficie libera che 
si presenta come un fenomeno fluidodinamico classico di cui le cause, ad oggi, 
non sono completamente chiare e che costituisce un aspetto di  grande 
interesse in innumerevoli applicazioni ingegneristiche. 
Il fenomeno presenta difatti molteplici risvolti in campo tecnico: la 
formazione di mulinelli può, infatti, comportare in talune condizioni il 
risucchio di aria all’interno delle condotte che conducono alle turbine dei 
bacini idroelettrici, così come l’ingresso della stessa nei condotti di 
alimentazione di pompe e turbine idrauliche in genere, provocando vibrazioni, 
diminuzione di rendimento, severa usura e quindi ingenti costi di 
manutenzione. 
Di fondamentale importanza risultano quindi i legami esistenti fra intensità, 
forma e profondità del vortice in relazione alla portata che permettono la 
progettazione adeguata di questi apparati. 
L’analisi bibliografica degli studi condotti mostra come il fenomeno in realtà 
sia stato nel corso dell’ultimo secolo oggetto di ricerca di fisici e matematici 
che a partire dal semplice modello di Rankine hanno proposto modelli sempre 
più accurati senza tuttavia giungere ad una descrizione quantitativa del 
fenomeno soddisfacente. 
In particolare le cause che portano alla nascita e al successivo sviluppo dei 
mulinelli non sono ad oggi univocamente determinate. 
Una prima ipotesi attribuisce la causa del moto di rotazione  ad un accumulo 
di vorticità, proveniente dal flusso esterno,  l’ungo l’asse del vortice mentre 
altri citano erroneamente l’effetto di Coriolis la causa principale della loro 
comparsa.  
In pochissimi altri lavori è stato invece attribuito ad un’instabiità 
fluidodinamica la comparsa del moto di rotazione; quest’ultima teoria, frutto 
essenzialmente di attività sperimentale, è stata presentata per la prima volta dal 
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gruppo di ricerca del prof.Kawakubo nel 1978 mentre solo recentemente si 
sono svolte, a cura di studiosi spagnoli dell’università di Malaga, alcune 
simulazioni numeriche per stabilire se il vortice possa essere frutto di 
un’instabilità. Lo studio delle instabilità fluidodinamiche rappresenta un 
campo di notevole interesse nella pratica ingegneristica e costituisce un 
importante oggetto di studio da parte del gruppo di meccanica dei fluidi 
dell’Università di Salerno.  
 
Obiettivo di questo lavoro è determinare se la genesi di un vortice a superficie 
libera sia legato a fenomeni di instabilità del flusso. 
Analisi di stabilità sia in condizioni di assialsimmetria che in condizioni di 
ingresso più generali sono quindi condotte sul flusso in una geometria 
cilindrica e l’indagine è poi conclusa attraverso un esperimento condotto con il 
duplice obiettivo di poter osservare in un modello in scala le caratteristiche di 
questo tipo di flusso e poter confrontare e validare i risultati ottenuti con le 
simulazioni numeriche. 
 
La tesi si articola perciò in sei sezioni: 
 
- nel capitolo introduttivo si descrive in dettaglio il fenomeno dell’insorgenza 
di vortici nelle centrali idroelettriche e si mostrano alcune tecniche 
comunemente utilizzate nell’ingegneria idraulica per prevenirne o controllarne 
l’evoluzione. 
Si prendono quindi in esame attraverso un’analisi bibliografica  le ipotesi sulle 
possibili cause che portano alla formazione dei vortici. 
 
- nel primo capitolo si sviluppa un modello analitico per la descrizione, 
attraverso le equazioni di Navier-Stokes, di un vortice a superficie libera 
assialsimmetrico e in particolare è sviluppata in dettaglio la fase di 
modellazione della superficie libera e della sua linearizzazione che costituisce 
una complicazione ulteriore  in questa tipologia di flussi. 
La soluzione  (i dettagli sono contenuti nella Appendice A) è ottenuta 
numericamente e i risultati più significativi sono quindi riportati e discussi. 
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-nella seconda  sezione si linearizzano le equazioni di Navier-Stokes intorno 
alla soluzione assialsimmetrica precedentemente calcolata e si conduce, 
sempre ricorrendo a soluzione numerica del sistema di equazioni, un’analisi di 
stabilità lineare del flusso base  al crescere del numero di Reynolds. 
   
- nel terzo capitolo sulla base dei risultati ottenuti dall’esperimento di 
Kawakubo si abbandona l’ipotesi di assialsimmetria  e  si passa a descrivere un 
flusso con condizioni d’ingresso più generali.  
La soluzione è ottenuta per via numerica ricorrendo ad uno schema ibrido alle 
differenze finite e spettrale (i dettagli sono contenuti nell’Appendice C) 
 
- nella quarta sezione  si analizza la stabilità lineare del flusso tridimensionale 
ottenuto nel capitolo terzo al fine di determinare, al crescere del numero di 
Reynolds, se il sistema lineare presenti autovalori a parte reale positiva e quindi 
instabilità. 
 
Nel quinto ed ultimo capitolo è descritto l’apparato sperimentale sviluppato 
dal candidato presso l’Istituto di meccanica dei fluidi di Tolosa (IMFT) e i 
risultati ottenuti dalle prove sperimentali sono confrontati, per geometrie 
corrispondenti , con quelli numerici. 
 
La tesi si chiude quindi con le conclusioni in cui sono riassunti e commentati i 
principali risultati ottenuti numericamente e sperimentalmente. 
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I. La genesi di vortici a superficie libera nelle centrali idroelettriche 
 
Prima di prendere in esame nello specifico le possibili cause che portano alla 
formazione di vortici  si descriverà un caso di rilevanza  pratica in cui sovente 
si incontrano mulinelli: le centrali idroelettriche. 
 
 
 
Fig.I.1 Vortice generato dall’apertura delle chiuse della centrale idroelettrica di 
Laufenburg, Germania. 
 
 
La loro insorgenza  in bacini naturali od artificiali è una problematica infatti 
nota da tempo nelle centrali idroelettriche(Fig.I.2) dove l’apertura delle chiuse 
porta alla formazione di vortici liberi che tendono ad essere trascinati 
all’interno del canale di drenaggio 
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Fig.I.2 Ripresa aerea del bacino idroelettrico della Diga di  Monticello (California) ; la 
portata massima all’apertura delle chiuse è di circa 3 11480m s−  
 
Il fenomeno è estremamente dannoso poiché comporta una serie di effetti 
negativi tra cui vale la pena ricordare: 
 
• risucchio di aria all’interno del canale di drenaggio; 
• diminuzione della portata d’acqua diretta alla turbina; 
• maggior trasporto di detriti in sospensione. 
 
Questi fenomeni assumono particolare importanza nell’ingegneria meccanica 
ed  idraulica poiché l’eventualità che bolle d’aria e detriti giungano fino alla 
turbina idraulica, posta a valle del condotto di drenaggio  comporta: 
 
• una diminuzione del rendimento della turbina e del generatore ad essa 
collegato; 
• l’insorgenza di vibrazioni indesiderate anche di notevole intensità; 
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• un forte aumento dei fenomeni di erosione delle pale legato alla 
presenza di bolle d’aria nel fluido che possono  generare effetti di 
cavitazione. 
 
A titolo d’esempio si riporta nella pagina seguente l’immagine (Fig.I.3) della 
palettatura di una turbina logorata dai fenomeni di cui sopra. 
 
 
 
Fig.I.3 Fenomeni di corrosione sulla palettatura di una turbina legati alla presenza 
d’aria nel fluido 
 
Le problematiche legate al rendimento delle turbine sono di fondamentale 
importanza dati i quantitativi d’energia elettrica prodotti in Italia e nel mondo 
dalle centrali idroelettriche; la sospensione del funzionamento legata ad 
interventi di manutenzione e ancor di più la riduzione del rendimento del 
sistema generatore-turbina si traducono in notevoli perdite economiche. 
Nel 2006, infatti, in Italia erano in esercizio centrali idroelettriche capaci di una 
potenza pari a 20.759 MW, che hanno prodotto 51.636 milioni di kWh , pari al 
19,4% della produzione totale di energia elettrica del paese. 
Dal semplice quadro fornito emerge l’importanza nella pratica ingegneristica 
di creare un accurato modello fisico-matematico del problema al fine di 
comprendere meglio le caratteristiche del campo di velocità nel fluido e di 
ottenere una precisa correlazione fra la profondità del vortice e la sua intensità 
i cui risultati permettano quindi di stabilire alcuni parametri relativi alla 
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geometria della diga e al posizionamento degli organi meccanici (turbina) con 
lo scopo di eliminare o quantomeno limitare i fenomeni indotti dai vortici. 
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II. Progetto dei condotti di drenaggio nelle centrali idroelettriche 
 
Un corretto progetto dei condotti di drenaggio e più in generale della 
geometria del bacino consente di limitare e al limite scongiurare la presenza di 
mulinelli. Si distinguono in particolare due tipologie di condotti di drenaggio: 
 
- condotti situati in prossimità del fondo del bacino  
- condotti situati ad altezze intermedie fra il pelo libero e il fondo o in alcuni                                 
casi prossimi alla superficie  
 
La seconda scelta è spesso preferita al fine di evitare l’ingresso di una notevole 
quantità di detriti  presenti sia sul fondo che in sospensione. 
Per condotte ad alta velocità la genesi del moto vorticoso si affianca 
all’ulteriore problema legato al fatto che la pressione può divenire in alcune 
condizioni  così bassa da introdurre nel condotto fenomeni di cavitazione. 
Questi fenomeni devono accuratamente essere evitati attraverso un progetto 
tale da garantire che il fluido non raggiunga mai pressioni prossime a quella 
che induce alla cavitazione onde evitare l’insorgenza di forti vibrazioni e 
erosione precoce degli organi sia fissi che in moto (tipicamente i rotori come 
gli statori delle turbine delle delle centrali idroelettriche).  
Nella figura seguente è schematizzata, a titolo d’esempio, la condotta forzata 
della centrale idroelettrica di Hydroprado (Columbia). 
 
 
Fig II.1 Condotta di drenaggio della centrale idroelettrica di Hydroprado, Columbia 
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Nel caso di condotte poste a medio-alte altezze rispetto il fondo del bacino si 
osserva sovente la genesi di vortici a superficie libera. 
Le cause sono in genere dovute a: 
 
- asimmetria del flusso rispetto il foro d’uscita (a) 
- gradienti della velocità a monte  (b) 
- presenza di ostruzioni (c) 
 
 
le tre cause sono descritte e rappresentate da Knauss (1987) nella figura 
seguente: 
 
 
 
Fig II.2 Possibili cause di formazione di vortici. 
 
La forma dei vortici dipende inoltre dalla forma e dall’orientazione del 
condotto di drenaggio che può essere verticale , orizzontale o essere più 
ingenerale inclinato di una angolo compreso fra le due soluzioni precedenti. 
 
Si analizza il caso del vortice generato da un orifizio posto sul fondo del 
recipiente come mostrato in fig II.3 
Nell’ingegneria idraulica la descrizione del flusso è in genere ottenuta 
attraverso il ricorso al modello molto semplificato del vortice di Rankine in cui  
sono presenti due distinti campi fluidi: 
 
- un nucleo, in cui è presente una distribuzione, lineare con il raggio,della 
componente di velocità tangenziale (che è anche l’unica presente in questo 
modello); 
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-  una zona esterna in cui la velocità (sempre esclusivamente tangenziale) 
decresce inversamente alla distanza “r” dal centro del vortice. 
 
 
 
Fig II.3 schematizzazione di un vortice a superficie libera generato da un condotto di 
drenaggio con asse verticale. 
 
 
Il limite fra queste due zone è definito da un opportuno valore r=a del raggio 
e in corrispondenza di questo valore, per ovvie esigenze di continuità il valore 
della velocità è lo stesso. 
 
Da un punto di vista analitico il modello è quindi espresso in coordinate 
cilindriche dalla funzione: 
 
2
r per r a
v a
per r a
r
θ
ω
ω
<

= 
≥

                                                                               (II.1) 
 
Il valore del parametro “a” cosi come quello di “w” non sono liberi ma 
legati alla circolazione del vortice potenziale, modello che descrive la 
zona esterna del campo fluido: 
 
2
2
a
v
r r
θ
ω
pi
∞
Γ
= =                                                                                        (II.2) 
 
La vorticità nella zona interna è costante e vale 2w mentre è nulla nella 
zona esterna. 
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Scelti due valori per a ed w ( a =w = 1) si riporta un grafico di velocità 
e vorticità: 
 
 
Fig. II.4 Grafici di velocità e vorticità per il modello di Rankine 
 
 
Numerose relazioni empiriche sono state in passato introdotte per relazionare 
la profondità della superficie libera del vortice con l’intensità della rotazione.  
In particolare Anwar (1966) ha prosposto la seguente espressione: 
 
2
max0.6( /(2 ))s v g=                                                                                    (II.3) 
 
dove maxv è la velocità massima ottenuta per r a= con il modello del vortice di 
Rankine. 
 
In genere nell’ingegneria idraulica si conviene catalogare i vortici in questione 
attraverso sei gradi di intensità (forniti da Hecker,1984): 
 
1) vortice a superficie libera coerente 
2) vortice con leggera deformazione della superficie libera 
3) vortice a superficie libera in cui la depressione è tale da costituire una 
colonna d’aria all’interno del nucleo 
4) vortice come al punto 3) in cui  si trasportano detriti 
5) vortice come al punto 4) in cui bolle d’aria sono inoltre trasportate 
all’interno del condotto di drenaggio 
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6)  vortice in cui l’intero nucleo d’aria è trasportato all’interno del 
condotto di drenaggio. 
 
 
 
Fig II.5 Classificazione delle diverse  tipologie  di vortice secondo Hecker 
 
Al fine di evitare l’ingresso di aria nelle condotte e un eccessivo moto 
d’avvitamento del vortice è di prassi comune nella fase di progetto di calcolare 
un adeguato livello del fluido. 
Nella figura Fig II.6 sono riportati tre diverse tipologie di condotte dove se 
con φ  si indica l’angolo d’orientazione della conduttura  sono rappresentati 
rispettivamente i casi per: 
0φ =  ,  φ pi= e 
2
piφ = . 
 
 
Fig II.6 Classificazione delle diverse  tipologie  condotte forzate 
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Il livello minimo al quale deve essere posizionato il condotto (si prende come 
riferimento il baricentro della sezione) rispetto al pelo libero è detto limit 
submergence height Lh ed è stato definito da Knauss(1987) come l’altezza sotto la 
quale un vortice del tipo 5) appare. 
Per Lh h≥  si assiste all’ingresso intermittente di bolle d’aria e non si riscontra 
un nucleo d’aria all’interno della condotta forzata.  
Knauss ha introdotto un gruppo dimensionale definito come swirl number : 
 
( )1/ 23C gD
Γ
=                                                                                            (II.4) 
 
dove D è il diametro della condotta. 
Qunid Lh può definirsi come un’opportuna funzione del tipo: 
 
( , )Lh f C
D
φ=                                                                                             (II.5) 
 
A valle di un’analisi empirica condotta per diverse tipologie di struttura si è 
ottentuto che la relazione fra Lh  e C è lineare. 
Introdotta una costante di proporzionalità K si può quindi scrivere: 
 
( )1/ 23
Lh K
D gD
Γ
=                                                                                       (II.6) 
 
dove è facile osservare come a parità di swirl number l’effetto strutturale sia 
contenuto nella sola costante K 
Nella figura seguente (fig II.7a,b,c) sono rappresentate le classiche strutture 
vorticose che si possono incontrare a seconda della tipologia di canale di 
drenaggio utilizzato. 
Come visibile dalla figura il flusso subisce una contrazione all’ingrsso nel 
condotto e se il pelo libero non è sufficientemente al di sopra del fondo del 
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bacino il nucleo d’aria del vortice comporta un continuo afflusso di bolle 
d’aria all’interno delle condotte forzate. 
In particolare si è osservato che nel caso di vortice con condotta verticale 
(FigII.7.a) Lh  critico al quale si riscontra una suzione di aria è maggiore 
rispetto rispettivamente al caso di condotto ad asse orizzontale (Fig II.7.b) o 
verticale ma con l’ingresso diretto verso il basso (Fig II.7.c) a parità di intensità 
Γ  del vortice. 
 
 
 
 
Fig II.7 Classificazione delle diverse  tipologie  di vortice  
Introduzione                                                                                    21                                                                                                 
 
 
 
Dai dati sperimentali di  Amphlett (1976) e Anwar (1978), Knauss ha dedotto 
una semplice relazione fra il raggio r a= del vortice al quale secondo il 
modello di Rankine si ottiene la massima velocità tangenziale e la profonità di 
immersione Lh  della condotta forzata nel  bacino nel caso di condotto ad asse 
orizzontale: 
 
1/ 2
0.0109 1.45o L
r h
D D
 
= + 
 
                                                                         (II.7) 
 
L’autore da questo risultato ha condotto esperimenti analoghi nel caso delle 
tipologie di condotti riportati in figura e II.6.a II.6.c ottenendo per la costante 
C i seguenti valori: 
 
1) condotto verticale                                        C=110 
 
2) condotto orizzontale                                    C=90 
 
3)condotto verticale con ingresso la cui 
   normale uscente orientata verso il basso         C=75 
 
Come si osserva a parità di altre condizioni il caso 1) rappresenta il più 
sconveniente in cui il livello del bacino, al fine di evitare l’ingresso del nucleo 
d’aria del vortice, è  di circa il 40% più alto rispetto al caso 3) che risulta essere 
il più efficiente nel prevenire il fenomeno di risucchio. 
Per condotti inclinati in genere si interpolano linearmente i risultati ottenuti 
nei tre casi descritti precedentemente. 
In seguito ai test condotti da Gordon (1970) ed Hecker (1981) sempre Knauss 
raccomanda che il livello minimo al quale deve essere immerso il condotto è: 
 
1 1.5Lh a
D
=        per 0.25F ≤                                                                    (II.8) 
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0.5 2Lh F
D
= +     per 0.25F >                                                                    (II.9) 
 
dove si definisce il numero di Froude del condotto come: 
VF
gD
=                                                                                                (II.10) 
e la velocità media si definisce come rapporto fra la portata e l’aera della 
sezione del condotto il cui diametro è D  (al limite se il condotto non è a 
sezione circolare si può calcolare il diametro idraulico del condotto a sezione 
più generica). 
Nella figura seguente è riportato il caso in cui il vortice a superficie libera si 
forma in presenza di un condotto ad asse orizzontale e il cui nucleo viene 
completamente risucchiato all’interno del condotto stesso. 
 
 
 
Fig II.8 Vortice generato da un condotto orizzontale. 
 
Per il progettista di strutture che prevedono canali di drenaggio l’obiettivo 
principale, come descritto da Rutsschmann (1987) è il controllo e al limite la 
soppressione delle strutture vorticose agendo sulla geometria del bacino e dei 
vari elementi che compongono la diga o attraverso particolari apparati che 
agevolano la soppressione dei vortici (ad esempio aatraverso meccanismi che 
prevedono getti o suzioni in particolari zone del bacino). 
In particolare il flusso può essere modificato attraverso: 
 
- introduzione di elementi solidi nella geometria del bacino  
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- elementi che dirigono convenientemente il flusso nel 
condotto 
- eliminazione di zone di ricircolo attraverso iniettori 
- parziale chiusura delli cancelli di chiusa. 
 
Si può inoltre agire attraverso: 
 
- l’abbassamento del livello a cui è posizionata la bocca del 
condotto 
- modificando il campo di velocità con il quale il fluido si dirige 
verso la conduttura 
- paratie orizzontali collocate la disopra del condotto 
- riduzione della velocità con il quale il flusso si dirige al 
condotto attraverso ampliamento della sezione del condotto. 
 
Infine sono spesso utilizzate delle metodologie per la soppressione dei vortici 
come: 
- l’introduzione nel bacino di muri verticali che impediscano la 
rotazione 
- raddrizzatori di flusso 
- elementi galleggianti e flottanti. 
 
Tutte le precedenti proposte, cosi’ come gli  apparati soppressori di vortici, 
consentono nelle centrali idroelettriche un importante strumento nella 
prevenzione o nel contenimento dell’intensità dei mulinelli ma  comportando 
delle perturbazioni nel flusso devono essere correttamente progettati e 
possibilmente testati su modelli in scala poiché potrebbero sortire altrimenti 
l’effetto opposto e cioè quello di amplificare l’intensità del vortice. 
Nelle immagini seguenti sono presentate alcune soluzioni particolarmente 
efficaci nella prevenzione dei mulinelli adottate in alcuni importanti impianti. 
Nel bacino idroelettrico di Gevenlinghausen in Germania la presenza del 
vortice è scongiurata attraverso l’utilizzo di boe e una trave orizzontale come 
mostrato nella figura seguente mentre la sezione del condotto è 4,5X11,4m e 
la portata nominale è 392 /m s . 
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Fig II.9 Schema della condotta forzata del bacino idroelettrico di Gevenlinghausen in 
Germania 
 
Nel bacino idroelettrico di Mt.Elbert in USA la presenza del vortice è invece 
scongiurata attraverso l’utilizzo di una griglia orizzontale e la sommità del 
condotto è a 10 metri di altezza mentre il diametro è 4,75m; la portata 
nominale è di 3102 /m s . 
 
Fig II.10 Schema della condotta forzata del bacino idroelettrico  di Mt.Elbert in 
USA 
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Presso Bremgartnen in Svizzera  la presenza del mulinello nella centrale 
idroelettrica è scongiurata attraverso l’utilizzo di iniettori che forzano il flusso 
in modo da ottenere un flusso parallelo in prossimità dell’ingresso della 
condotta. La sommità del condotto è a 15 metri di altezza mentre il diametro è 
8,6m; la portata nominale è di 3100 /m s . 
 
 
Fig II.11 Schema della condotta forzata del bacino idroelettrico di Bremgartnen in 
Svizzera   
 
Infine in El Canjon (Honduras) una condotta verticale permette di iniettare 
fluido dalla zona stagnante vicino la paratia della diga in modo da stabilizzare 
il flusso nel condotto di drenaggio e impedire la formazione di strutture 
vorticose. 
La sommità del condotto verticale può traslare orizzontalmente e la sua 
altezza può variare fra i 9 e i 45 metri mentre il diametro è di circa 12m; la 
portata nominale è di 31780 /m s . 
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Fig II.12 Schema della condotta forzata del bacino idroelettrico di El Canjon, 
Honduras 
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III. Cause della formazione dei vortici 
 
La genesi dei mulinelli rappresenta un tema ad oggi controverso non essendo 
stata fornita una spiegazione univoca. 
 
La quasi totalità degli studiosi è concorde nel ritenere che il moto di rotazione, 
classico di queste strutture, sia legato ad un accumulo lungo l’asse della 
struttura vorticosa in formazione, in seguito a  fenomeni di convezione della 
vorticità introdotta dai contorni del dominio e dalla superficie libera nonché 
dal flusso nella zona esterna, a monte del vortice. 
 
A questa prima teoria si accompagna quella che identifica invece nell’effetto 
della Forza di Coriolis il moto di rotazione  di un vortice; è’ infatti opinione 
diffusa che la rotazione e il suo verso siano legati a tale effetto. 
 
Una ipotesi alternativa e in completa antitesi con le precedenti è stata infine 
analizzata da pochissimi altri studiosi secondo i quali la comparsa del vortice è 
legata ad una instabilità del flusso che conduce alla genesi di un moto di 
rotazione e quindi del vortice. 
 
Nei paragrafi successivi saranno analizzate più nel dettaglio le tre ipotesi e si 
mostreranno brevemente i risultati più significativi ai quali sono giunti ad oggi 
gli studiosi. 
 
III.1 Accumulo di vorticità  
 
La teoria storicamente più accreditata dagli studiosi attribuisce la nascita di un 
mulinello a seguito di un accumulo di vorticità residua accompagnata dalla 
comparsa del tipico moto di rotazione. 
Il flusso a monte del vortice si presenta infatti generalmente asimmetrico e ciò 
può esser dovuto  alla geometria non regolare del recipiente (o per il caso 
specifico del bacino idroelettrico a causa della geometria del fondo e delle 
sponde di quest’ultimo), alla presenza di strati limite che si sviluppano in 
corrispondenza dei contorni solidi e infine  causa della superficie libera e delle 
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possibili perturbazioni alla quale puo’ esser soggetta (ad esempio una corrente 
d’aria). 
Nella letteratura sono stati presentati in passato molti modelli  del vortice 
libero. 
Fra i modelli che meritano una esplicita menzione il più antico e semplice è 
quello di Rankine (utilizzato spesso per la progettazione di massima nelle 
centrali idroelettriche come mostrato nel paragrafo precedente)  dove 
essenzialmente il fluido è descritto da un moto potenziale (vortice potenziale) 
nella zona lontana dall’asse mentre in una zona di raggio finito a ridosso 
dell’asse di rotazione la velocità è crescente linearmente con il raggio e si 
considera confinata la vorticità (costante). 
I modelli di Oseen e Taylor sono invece delle soluzioni esatte delle equazioni 
di Navier-Stokes in cui, di fatto, si considera un moto puramente tangenziale; 
al tendere del raggio all’infinito la soluzione tende a quella del vortice 
potenziale. 
Il limite di questi tre modelli è la descrizione di un fluido bidimensionale in cui 
è di fatto trascurato il moto in direzione radiale eassiale che invece è presente 
nella realtà (si provi a pensare all’effetto di “risucchio” di un vortice del tipo di 
quelli di svuotamento). 
Nel 1948 J.M.Burgers pubblicò uno studio in cui si risolvevano le equazioni di 
Navier-Stokes per un vortice “shallow” caratterizzato dall’avere la dimensione 
caratteristica radiale  confrontabile con quella lungo l’asse. 
 
Questo modello superava il limite di flusso bidimensionale fornendo una 
rappresentazione più reale del fenomeno tanto che sulla base di esso si sono 
sviluppate delle teorie che, sebbene con alcuni limiti, hanno oggi, come in 
passato, permesso di prevedere il comportamento di alcune tipologie di vortici 
(si pensi ai vortici marini e atmosferici). 
Dieci anni dopo (1958) N.Rott nel suo studio “On the viscous core of a line 
vortex” pubblicava un modello sostanzialmente identico valido sempre 
nell’ipotesi di “shallow whirlpool” e in cui di fatto era trascurata la depressione 
della superficie libera. 
Un’ evoluzione di questo modello è dovuta a John Miles (1998) che nel suo 
“A note on the Burgers-Rott vortex with free surface” edito dalla rivista 
ZAMP calcola sotto opportune semplificazioni la depressione indotta nella 
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superficie del vortice attraverso un’espansione in serie di potenze correlandola 
a vari parametri fra cui l’intensità del vortice. 
In tutti questi modelli la rotazione è sempre imposta e in particolare la 
soluzione del flusso esterno è data dal vortice potenziale in cui si è fissato a 
priori il valore dell’intensità (spesso in letteratura è indicata con il simbolo 
∞
Γ ). 
Il problema fondamentale di questa metodologia è il ricorso, in genere,ad una 
serie di formulazioni approssimate (assialsimmetria, moto non viscoso, 
modello di shallow whirlpool) che portano sì alla soluzione delle equazioni di 
Navier-Stokes ma rendono di fatto le soluzioni lontane dal rappresentare 
fisicamente il fenomeno. 
Il primo lavoro che descrive in modo esaustivo la dinanica di un vortice da 
svuotamento si incontra per la prima volta nel lavoro di Lundgren (1986) che 
presenta un modello che descrive il moto di un fluido contenuto in un 
recipiente in movimento sul cui fondo è praticato un foro. 
Più di recente alcuni lavori numerici e delle analisi sperimentali condotte dal 
gruppo di ricerca del prof.A.Andersen (Danimarca) hanno permesso di 
comprendere meglio alcuni aspetti dei vortici. 
Nel seguito si descriveranno questi tre ultimi lavori citati che meritano 
particolare menzione per la loro buona descrizione del fenomeno. 
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III.1.1 Modello di Lundgren 
 
Questo modello, introdotto da Lundgren nel 1986, descrive il problema di un 
recipiente di raggio recR altezza H in cui le pareti sono in rotazione ad una 
assegnata velocità. 
Il problema presenta una circolazione imposta dalla rotazione del recipiente ed 
è quindi diverso dal caso approfondito in questa tesi di un vortice che si 
sviluppa in un bacino poiché la vorticità è legata alla presenza di strati limite 
che si generano sui contorni, fra l’altro irregolari, del lago artificiale e dal 
trasporto della stessa dalla corrente a monte. 
Nel modello il fluido è descritto dalle equazioni di Navier-Stokes in coordinate 
cilindriche. 
Indicate con W la velocità caratteristica del fluido che scorre all’interno del 
foro e con Ω  la velocità di rotazione del recipiente nell’ipotesi che il numero  
 
di Rossby 1WRo
H
= <<
Ω
                                                                         (III.1) 
 
le velocità tangenziali nel nucleo del vortice sono elevate se confrontate con 
quelle radiali e ciò porta ad una semplificazione dell’equazione radiale di 
quantità di moto : 
 
( ) 0ruw
z r r
∂∂
+ =
∂ ∂
                         (III.2)                                                              
2
2
1 1pw u w w
w w r g
z r z r r r z
ν
ρ
 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                         (III.3)                                
2 1 pv
r rρ
∂
=
∂
                                                                                              (III.4) 
2
2
( )1 rvv v uv v
w u
z r r r r r z
ν
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                                   (III.5)                         
 
in cui : 
_ u è la componente radiale 
_ v è la componente tangenziale 
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_ w è la componente assiale 
 
Le condizioni al contorno per la superficie libera sono quindi: 
 
dh w
dr u
=                                                                                                    (III.6) 
 
per ( )z h r=   
 
che esprime la condizione cinematica in cui la velocità è tangente alla 
superficie libera in ogni punto; nella condizione dinamica si trascurano di fatto 
i termini viscosi considerando la pressione alla superficie costante. 
Per r=R è assegnata una condizione di rotazione rigida (rotazione del 
recipiente) . 
Nell’ipotesi che la velocità caratteristica W nella dimensione assiale sia molto 
più piccola di quella di caduta libera fornita dall’equazione di 
Torricelli 2W gH<<  l’autore trascura i termini convettivi e viscosi 
nell’equazione assiale di quantità di moto ottenendo la (III.2) che integrata 
fornisce per la pressione l’espressione: 
 
1 0p g
zρ
∂
+ =
∂
                                                                                           (III.7) 
 
( , ) [ ( ) ]p r z g h r zρ= −                                                                                (III.8) 
 
dove con h=h(r) si indica la superficie libera del vortice. 
Sostituendo l’espressione ora ottenuta le equazioni di quantità di moto si 
riducono alle due equazioni: 
                                       
2v hg
r r
∂
=
∂
                                                                                               (III.9) 
 
( )1 rvv uv
u
r r r r r
ν
∂∂ ∂ 
+ =  ∂ ∂ ∂ 
                                                                    (III.10) 
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Si osserva ora che l’equazione (III.9) evidenzia come la componente  v sia 
funzione della sola coordinata r; osservando quindi la (III.10) si giunge alla 
stessa conclusione per la componente u. 
L’equazione di continuità (III.7) fornisce quindi un andamento lineare per la w 
lungo z : 
 
( ) ( 0) ( ) 0w z h w z ru
h r r
= − = ∂
+ =
∂
                                                               (III.11) 
 
Sfruttando la condizione al contorno cinematica (III.6) si ottiene : 
 
( )( 0) ruhw z
r r
∂
= =
∂
                                                                                  (III.12) 
 
Se si considera la distribuzione di velocità all’uscitaW nota e costante con la 
sezione, detto R il raggio del foro d’uscita, si ottiene la portata: 
 
2Q WRpi= −                                                                                            (III.13) 
 
assumendo, inoltre che la velocità assiale sia nulla per r>R si può integrare la 
(III.12) e ottenere per il prodotto hu l’espressione: 
 
22
2
Qr
se r R
Rhu Q
se r R
r
pi
pi

− ≤
= 

− >

 
 
Il sistema si riduce alla soluzione delle due equazioni differenziali 
ordinarie: 
 
2v hg
r r
∂
=
∂
                                                                                            (III.14) 
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( )1 rvv vhu h
r r r r r
ν
∂∂ ∂  
+ =   ∂ ∂ ∂   
                                                               (III.15) 
 
Introdotte le grandezze dimensionali: 
 
*
*
* 2
*
*
/
/
/( )
/( )
/
/( )
rec
rec
exit
exit
r R
z H
v v R
p p R
w w W
w Hu RW
η
ζ
ρ
=

=

= Ω

= Ω

=

=
                                                                               (III.16) 
 
e operati successivi passaggi sulle equazioni la soluzione numerica ottenuta è 
espressa in funzione del parametro: 
 
2 4
2
exit foroW RK
vgH
Ω
=                                                                                  (III.17) 
 
e lungo la scala radiale si è scelta la grandezza (adimensionale) 1/ 2/ Nη  in cui 
, la coordinata η , definita in precedenza, è stata riscalata attraverso il 
parametro: 
 
2
exit
vHN
W R
=                                                                                           (III.18) 
 
Si riportano quindi i diagrammi della circolazione e della superficie libera. 
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Fig.III.1 Superficie libera e circolazione ottenute dal modello di Lundgren 
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III.1.2 Esperimento di A.Andersen 
 
Si riporta in questa sezione l’esperimento condotto da A.Andersen su di un 
recipiente posto in rotazione e dotato di un foro sul fondo. 
L’esperienza oltre a fornire un quadro reale di ciò che accade nel problema 
analizzato da Lundgren ne analizza la validità mostrando un buon accordo fra 
risultati sperimentali e modello matematico. 
 
 
 
Fig.III.2 Schema dell’esperimento 
 
Si è preso un recipiente di altezza H=13cm e raggio R=20cm provvisto 
di un piccolo foro sul fondo di raggio Rforo =0.1cm. 
Un circuito di alimentazione ha permesso di ripescare il fluido espulso dal 
foro (portata F) e reintrodurlo nel recipiente così da mantenere costante il 
livello. 
Andersen ha quindi fotografato (Fig1.9) le superfici libere ottenute per diversi 
valori della velocità di rotazione del contenitore riportando nella seguente  
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tabella portata in uscita e profondità della superficie libera e le ha confrontate 
con il risultato fornito dal modello di Lundgren. 
 
 
Fig III.3 Nell’immagine (a) la velocità è di 6 rpm 
                                        (b) la velocità è di 12 rpm 
                                        (c) la velocità è di 18 rpm 
 
/ 2piΩ [rpm] 3 1[ ]F cm s−  [ ]L cm  
0 3.71 0.00 
10 3.67 1.60 
12 3.50 2.39 
14 3.39 3.11 
16 3.35 4.51 
18 2.18 6.36 
20 2.05 6.40 
 
Dati dell’esperimento di A.Andersen F =portata  L=depressione centrale della 
superficie libera 
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Fig III.4 Soluzione delle equazioni di Lundgren ottenute con i dati dell’esperimento e 
diversi valori della velocità di rotazione W. 
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Andersen confronta in particolare i risultati per Ω =12. Egli osserva che il 
modello numerico descrive bene la forma della superficie lontanodall’asse ma 
nell’intorno di zero la differenza fra modello ed esperimento è evidente: ciò è 
presumibilmente legato all’effetto della tensione superficiale del fluido 
(trascurata nel modello) che gioca un ruolo importante nella forma e 
nell’ubicazione del punto di chiusura della superficie libera in prossimità 
vicino all’asse di rotazione. 
 
 
Fig.III.5 Confronto fra la soluzione di Lundgreen (curva tratteggiata) e superficie reale 
per Ω=12 
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III.1.3 Simulazione numerica di un vortice di svuotamento 
assialsimmetrico  
 
Negli ultimi anni con l’incremento delle prestazioni dei calcolatori è stato 
possibile affrontare problemi numerici di complessità crescente. 
E’ ormai diffusa l’analisi numerica di flussi con domini geometricamente 
complessi, flussi turbolenti, fluidi accoppiati coinvolgenti superfici libere, 
fluidi comprimibili, ecc. 
Nella ampia letteratura fiorita in questi anni si sono analizzati una serie di 
articoli (citati nella bibliografia) che sviluppano metodologie idonee al calcolo 
di flussi coinvolgenti superfici libere (moto di un fluido in un recipiente 
cilindrico rotante, caduta di una goccia in un fluido in quiete, riempimento di 
un recipiente,ecc.) che non trattano però esplicitamente il caso dei vortici 
liberi. 
L’articolo Finite volume modelling of free surface draining vortices di F.Trivellato-
E.Bertolazzi-B.Firmiani (1999) è l’unico, di quelli consultati, che tratta 
esplicitamente il fenomeno della formazione di vortici in un bacino con 
condotto di drenaggio. 
In questo articolo si descrive il caso di un vortice assialsimmetrico con 
superficie libera generato dalla presenza di un canale verticale di drenaggio 
circolare con centro sull’asse di simmetria del vortice, ed è sembrato quindi 
particolarmente indicato per il problema affrontato in questo lavoro. 
Una rappresentazione del dominio di calcolo è riportata qui di seguito: 
 
Fig.III.6 Dominio di calcolo  
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 Le equazioni di Navier-Stokes scritte in coordinate cilindriche sono state 
risolte in un dominio rettangolare [0 : ] [0 : ]R HΩ = ×  in esame:  
 
( ) 0rvu
x r r
∂∂
+ =
∂ ∂
                                                                                       (III.19) 
2 2
2
( ) 1 1
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ruv pu u u u
r
t x r r x r r r x
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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( ) ( ) ( )1 1
Re
uw rvw rww vw w
t x r r r r r r x
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                              (III.22) 
 
Con le seguenti condizioni al contorno: 
- condizioni di ingresso radiale per  [0 : ]z H∈  e r R=   
       u=0  e inv w W= =       
- condizioni sulla superficie libera (piatta) [0 : ]r R∈  e 0z =  
u=0  e 0v w
x x
∂ ∂
= =
∂ ∂
      
 
- condizioni di non slip sul fondo [ : ]or R R∈  e z H=  
0u v w= = =  
 
- condizioni di uscita sul fondo [0 : ]or R∈  e z H=  outu U=  
0v w
x x
∂ ∂
= =
∂ ∂
 
 
-  
L’assunzione di superficie piatta è corretta nell’ipotesi in cui il numero di 
Froude sia 1Fr << . 
I risultati numerici ottenuti sono confrontati con successo con un esperimento 
condotto su una geometria identica condotto da Daggett e Keulegan dove si è 
scelto: 
Introduzione                                                                                    41                                                                                                 
 
 
3 1
0.45
0.305
0.05
0.019
o
R m
H m
R m
Q m s−
=
=
=
=
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.III.7 Confronto fra la soluzione ottenuta numericamente e i dati sperimentali di 
Daggett e Keulegan ri spettivamente sono riportate la componente  tangenziale e 
radiale di velocità al variare dell’altezza per valori fissati del raggio. 
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II.2 Effetto della forza di Coriolis  
 
La Forza di Coriolis è una forza inerziale (descritta da G.G.Coriolis nel1835) 
che si presenta nelle equazioni del moto quando queste non sono derivate 
rispetto un riferimento inerziale. 
Questo è il caso, in realtà comune, che si ha quando si scrivono le equazioni 
riferendole ad un sistema solidale con la superficie terrestre (supposta 
erroneamente inerziale). 
In realtà il moto della terra è rotatorio e quindi le equazioni devono 
contemplare dei termini aggiuntivi detti “forze fittizie”. 
L’effetto della rotazione terrestre è influente su larga scala e il moto delle 
correnti atmosferiche ne è influenzato. Ciò comporta che le correnti siano 
forzate a girare tendenzialmente in senso antiorario nell’emisfero Boreale e 
orario in quello Australe. Nei casi di interesse pratico però, a valle di una 
semplice analisi di scala, si comprende come l’effetto risulti ampiamente 
trascurabile. 
Un lavoro interessante che ha il merito di applicare al caso dei vortici di 
svuotamento l’effetto di tale forza è stato condotto da dei ricercatori spagnoli 
dell’Università di Malaga nel 2006: 
 [Sanmiguel-Rojas 
[Fernandez-Feria], R. (2006). Nonlinear instabilities in a vertical pipe flow 
discharging from a cylindrical container. Phys. Fluids, 18] 
 
In questo lavoro è analizzato il flusso contenuto in una geometria a forma 
cilindrica le cui superfici laterali e il fondo sono contorni solidi. 
Il fluido entra dalla sommità del dominio che ha forma appunto circolare e 
fuoriesce da un piccolo foro circolare posto sul fondo del recipiente il cui 
centro è posizionato in corrispondenza dell’asse di simmetria. 
Le condizioni al contorno sono di adesione sui contorni rigidi mentre sulla 
sommità e sul fondo del canale di drenaggio si è imposto un gradiente di 
pressione in modo che il flusso sia forzato ad entrare dall’alto e fuoriuscire poi 
in basso mentre le derivate in direzione assiale componenti di velocità radiale e 
tangenziale sono supposte nulle. 
Il numero di Reynolds è calcolato come segue: 
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4Req
Q
υpiδ=   
dove: 
Q= portata volumetrica 
ν = viscosità cinematica 
δ = diametro del foro d’uscita del recipiente. 
 
In figura si presenta quindi il dominio di calcolo: 
 
 
Fig.III.8 Dominio di calcolo con 1; 1, 5; 1/ 20.R δ= ∆ = =   
 
Le equazioni di Navier-Stokes per fluidi incomprimibili, newtoniani e scritte in 
coordinate cilindriche sono quindi risolte con un marchino temporale; si noti 
la presenza del termine legato alla forza di Coriolis a secondo membro: 
 
2
0
1
Re Re z
v
v F
vv p v e v
t
∇ ⋅ =
∂
+ ∇ ⋅ + ∇ = ∆ − ×
∂
                                                      (III.23) 
 
con 
Re URo
F Lf= =  che rappresenta il numero di Rossby e ze è invece il 
versore della direzione verticale; nel caso in esame 
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2
4
; ; 2 sin ;QU L fδ ϑ
piδ
= = = Ω  
Ω =velocità angolare della terra 
 
ϑ = latitudine 
 
Al variare del numero di Reynolds e di F si sono compiute diverse simulazioni 
e si è osservato che il flusso per valori crescenti di F una volta fissato Re 
presenta un’instabilità azimutale con numero d’onda m=3 come mostrato nel 
grafico seguente: 
 
 
Fig.III.9 Grafico in cui in funzione del numero di Reynolds e del parametro F 
(proporzionale al numero di Rossby) 
 
in cui è ben evidente la suddivisione fra zona stabile ed instabile. 
Un calcolo del numero di Rossby pero’ evidenzia come nei casi di utilità 
pratica (vortici in piccoli recipienti o in bacini il cui l’ordine di grandezza della 
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lunghezza caratteristica è il metro e non il Km)  ci si trovi ampiamente nella 
zona stabile. 
Infatti per un recipiente cilindrico con le seguenti dimensioni e la seguente 
portata (i valori sono presi in riferimento all’esperimento di Kawakubo citato 
nella bibiliografia e descritto nel seguito al quale anche gli studiosi spagnoli si 
sono riferiti per lo studio delle instabilità dei vortici) 
  
5
30
10
10 /
(10 ) /
R cm
H com
Q cc s
f O rad s−
=
=
=
≈
 
2 202
Q
Ro
fHRpi
= =  
 
Si osserva come 1Ro >>  e che quindi gli effetti siano ampiamente trascurabili 
poiché gli effetti dell’accelerazione di Coriolis risultano rilevanti per 1Ro < . 
Va inoltre osservato che in ogni caso anche nella zona stabile è sempre 
presente un moto di rotazione netto anche nell’ipotesi di condizioni di 
ingresso e uscita in cui non è introdotta una componente di velocità 
tangenziale anche se la sua entità è del tutto trascurabile rispetto l’ordine di 
grandezza delle componenti radiale e assiale di velocità 
.Ciò è dovuto al termine aggiuntivo: 
 
Re z
F
e v×  
 che accoppia le equazioni di quantità di moto radiale e tangenziale. 
Il risultato sebbene non di utilità pratica può essere reinterpretato secondo una 
diversa chiave di lettura, come sarà mostrato nel paragrafo immediatamente 
successivo. 
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II.3 Instabilità fluidodinamica 
 
Una ipotesi inedita è stata formulata per la prima volta nel 1978 da un gruppo 
di ricerca giapponese attraverso un esperimento. 
In questo lavoro si è analizzato per diversi numeri di Reynolds il flusso 
all’interno di un recipiente a forma di prisma con base ottagonale in cui il 
fluido entra da due delle otto facce laterali che sono fra loro speculari e dotate 
di membrane permeabili. 
Al crescere della portata in uscita dal piccolo foro posto al centro del 
recipiente si è osservata la nascita di un moto di rotazione. 
Uno schema dell’esperimento è quindi qui riportato: 
  
 
Fig.III.10 Schema dell’esperimento di Kawakubo  
 
 
Come visibile dalla figura l’alimentazione è garantita da due camere di 
alimentazione poste all’esterno dell’ottagono e il cui livello è mantenuto 
costante attraverso una pompa che provvede a rinviare il fluido in uscita dal 
condotto di drenaggio. 
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La portata è regolata attraverso una valvola di interdizione posta sul fondo del 
recipiente (come visibile in figura). 
Le misurazioni sono state ottenuta attraverso la anemometria laser e i sensori 
sono stati posizionati lungo il piano individutato dalla direzione 
perpendicolare a quella di ingresso del fluido (è un piano di simmetria per il 
fluido in assenza di rotazione). 
Al crescere della portata si è osservata la comparsa di una velocità tangenziale i 
cui diversi valori in funzione della portata Q appunto, sono stati riportati nel 
seguente grafico: 
  
                    
Fig.III.11 Diagramma di stabilità: in funzione della portata si è riportato il valore della 
velocità tangenziale in un punto del dominio posto sul piano perpendicolare alla 
direzione di ingresso. 
 
Si osserva come per 10 /Q cc s≃ si giunga al valore di soglia (valore critico) 
oltre il quale la velocità tangenziale appare. 
La crescita in funzione del numero di Reynolds (o in termini dimensionali 
della portata Q) non è arbitraria e  poichè si possa parlare di instabilità deve 
rispettare una precisa legge del tipo: 
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cV Q Qθ ≈ − dove cQ è il valore critico al quale appare l’instabilità. 
 
Come visibile dal grafico la tendenza è corretta e quindi si può a ragione 
parlare in questo caso specifico  di un fenomeno di instabilità come causa della 
genesi del vortice. 
 
Più di recente l’equipe di ricercatori spagnoli composta da Fernandez-Feria e 
E.S. Rojas ha condotto, nell’ipotesi di flusso assialsimmetrico, alcune 
simulazioni su una geometria simile a quella da loro poi utilizzata nello studio 
sugli effetti della forza di Coriolis descritti nel paragrafo precedente 
descrivendo il fluido attraverso le equazioni di Navier-Stokes scritte in 
coordinate cilindriche e per un flusso tridimensionale dipendente dalle 
variabili , ,x r θ : 
 
2
0
1
Re Re z
v
v F
vv p v e v
t
∇ ⋅ =
∂
+ ∇ ⋅ + ∇ = ∆ − ×
∂
                                                      (III.24) 
 
 
Fig.III.12 Dominio di calcolo con 1; 0, 5; 1/ 20.R δ= ∆ = =   
 
Le condizioni al contorno scelte sono ancora di adesione sui contorni rigidi 
mentre sulla sommità e sul fondo del canale di drenaggio si è imposto un 
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gradiente di pressione in modo che il flusso sia forzato ad entrare dall’alto e 
fuoriuscire poi in basso mentre le derivate in direzione assiale componenti di 
velocità radiale e tangenziale sono supposte nulle. 
 
Simulazioni del flusso isntazionario descrittmarching nel tempo al fine di 
constatare se al crescere del numero di Reynolds apparisse un moto di 
rotazione legato ad un’instabilità sono state condotte nel range di numeri di 
Reynolds compresi fra:  
 
4Re [0 : 2000]Q
Q
vpi δ= ∈  
 
dover con Q si è indicata la portata volumetrica. 
 
Gli esiti dello studio non mostrano alcun tipo di instabilità nel  range suddetto. 
Vale la pena notare come il  limite superiore dell’intervallo è 2.5 volte  
superiore a quello in cui si osserva la comparsa di un moto di rotazione 
nell’esperimento giapponese. 
In effetti, a ben vedere, il risultato è in accordo con il loro studio successivo in 
cui nell’ipotesi in cui l’effetto di Coriolis sia nullo (F=0) al crescere del numero 
di Reynolds si è sempre in una  zona di flusso stabile, come ben visibile dal 
loro grafico e nel limite di F=0 non vi è alcun moto di rotazione. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
Capitolo 1 
 
Vortice assialsimmetrico  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
In questo primo capitolo è affrontato il tema della dinamica di un vortice 
assialsimmetrico a superficie libera (linearizzata). 
Nei paragrafi successivi saranno quindi dapprima mostrati il dominio del 
problema in esame, la derivazione delle condizioni al contorno con particolare 
attenzione alle condizioni di ingresso e a In questo primo capitolo è affrontato 
il tema della dinamica di un vortice assialsimmetrico a superficie libera 
(linearizzata). 
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1.2 Il modello matematico del vortice 
 
1.1.1 Geometria 
 
La geometria scelta per il problema, in accordo con i lavori svolti da 
precedenti studiosi e descritti nel capitolo introduttivo, è quella di considerare 
una geometria cilindrica in ipotesi di assialsimmetria nel quale il fluido entra 
attraverso una superficie laterale permeabile fuoriuscendo quindi da un 
piccolo foro a sezione circolare posto sul fondo del recipiente in posizione 
centrale. Il flusso in ingresso è puramente radiale e costante con l’altezza al 
fine di non introdurre alcuna rotazione netta nel flusso: 
 
],0[, HxRr ∀=  
 
Il dominio del problema, quindi, in una vista laterale nel piano assiale-radiale si 
presenta come nella figura qui riportata: 
 
 
Fig.1.1 Vista nel piano individuato dalle direzioni assiale e radiale del dominio di 
calcolo 
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in cui R rappresenta il raggio esterno della geometria cilindrica e con H si è 
indicata l’altezza del recipiente; infine con 0R  si è indicato il raggio del foro e 
quindi del canale di drenaggio. 
In particolare si è scelto un rapporto: 
2R
H
=  
mentre il raggio 0R  d’uscita la scelta è ricaduta su: 
0
10R
R
=  
Una semplice rappresentazione (qui sotto riportata) è utile a chiarire meglio la 
geometria e le effettive zone di ingresso del fluido: 
 
 
Fig.1.2 Rappresentazione del flusso radiale in ingresso nel dominio dalla superficie 
laterale del cilindro.  
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1.1.2 Equazioni di Navier Stokes in coordinate cilindriche 
 
Il modello matematico che descrive l’evoluzione del fluido è fornito dalle 
equazioni di Navier Stokes in stazionarie, incomprimibili, per fluidi newtoniani 
e scritte in coordinate cilindriche, che rappresentano il sistema di coordinate 
che si sposa naturalmente con la geometria scelta: 
 
( ) 0rvu
x r r
∂∂
+ =
∂ ∂
                                                                                        (1.1.a) 
2 2
2
( ) 1 1
Re
ruv pu u u u
r
t x r r x r r r x
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                      (1.1.b) 
2 2
2
( ) ( ) ( )1 1
Re
uv rvv p rvv w v
t x r r r r r r r x
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + − + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                           (1.1.c) 
2
2
( ) ( ) ( )1 1
Re
uw rvw rww vw w
t x r r r r r r x
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                               (1.1.d) 
 
vale la pena osservare come le equazioni in esame, non lineari, non presentano  
la dipendenza dalla terza componente θ . 
 Il numero di Reynolds è così calcolato: 
 
Re
2
Q
vHpi
=  
 
dove con ν si è indicata la viscosità cinematica, con Q la portata volumetrica 
in ingresso e con H, ancora, l’altezza del recipiente. 
Si ricorda brevemente che, con il numero di Reynolds sopra definito, 
nell’esperimento giapponese descritto nel primo capitolo [2] si sono effettuate 
prove sperimentali nell’intervallo Re [0 :128]∈  evidenziando già per Re 16=  
la comparsa di fenomeni di instabilità fluidodinamica. 
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1.1.3 Condizioni al contorno all’ ingresso ed in  uscita  
 
Per definire correttamente il problema differenziale sono ora introdotte e 
descritte le condizioni al contorno necessarie a chiudere il problema 
matematico. 
Le prime ad essere analizzate sono le condizioni di ingresso che, insieme a 
quelle da derivare per la descrizione della superficie libera, rappresentano due 
dei momenti più delicati nella scrittura del modello. 
Si è scelta una condizione di ingresso puramente radiale e costante con 
l’altezza: 
 
( , , ) 0 ,
r Ru t x r t x= = ∀                                                                       (1.1.e) 
( , , ) cos ,
r Rv t x r t t x= = ∀                                                                        (1.1.f)                                                               
( , , ) 0 ,
r Rw t x r t x= = ∀                                                                       (1.1.g) 
 
Per quanto concerne le condizioni di uscita si è scelto di imporre due 
condizioni per la velocità e una per la pressione: 
 
0( , , ) 0 [0 : ]x Hp t x r t e r R= = ∀                                                            (1.1.h) 
0
( , , ) 0 [0 : ]
x H
v t x r
t e r R
x
=
∂
= ∀
∂
                                                           (1.1.i) 
0
( , , ) 0 [0 : ]
x H
w t x r
t e r R
x
=
∂
= ∀
∂
                                                            (1.1.j) 
 
1.1.4 Superficie libera  
 
In questo paragrafo si affronta la modellazione matematica di una generica 
superficie libera, che rappresenta l’aspetto più interessante ed allo stesso 
tempo più complesso della dinamica di un vortice libero al fine di derivarne 
una espressione in coordinate cilindriche particolarmente indicata per il caso 
in esame. 
Si suppone, quindi, di avere una superficie libera scritta in forma esplicita: 
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( , , )z f x y t=  
 
 
Fig.1.3  Rappresentazione di una superfice in coordinate cartesiane  
 
 
se si suppone inoltre che la superficie si muova con il fluido la cui velocità è 
( , , , )v x y z t= , ad un istante t t+ ∆  si ottiene: 
 
( , , ) ( , , )f x u t y v t t t f x y t w t+ ∆ + ∆ + ∆ = + ∆                                                 
ed espandendo  in serie di Taylor il primo membro e trascurando i termini 
successivi al primo ordine si ottiene: 
 
( , , ) ( , , )f ff x y t t u t u t f x y t w t
x y
∂ ∂
+ ∆ + ∆ + ∆ = + ∆
∂ ∂
                                       
 
Attraverso un’operazione di limite per 0t∆ →  si giunge quindi a: 
 
0
( , , ) ( , , )lim
t
f x y t t f x y t f f
u u w
t x y∆ →
+ ∆ − ∂ ∂
= − − +
∆ ∂ ∂
                                         
 
e quindi alla seguente relazione che esprime la condizione cinematica sulla 
superficie libera: 
 
0f f fu u w
t x y
∂ ∂ ∂
+ + − =
∂ ∂ ∂
                                                                          (1.1.k) 
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Si ntroduce ora la funzione implicita ( , , , ) ( , , ) 0x y z t f x y t zη = − =  e si riscrive  
la condizione cinematica nella forma: 
 
0u v w
t x y z
η η η η∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂
                                                                      
0v
t
η∂
+ ∇ ⋅ =
∂
                                                                                              
0D
Dt
η
=                                                                                                    (1.3.l) 
 
L’ultima espressione mostra come  la η sia trasportata con il fluido come se 
fosse una sua proprietà. 
L’espressione della superficie libera così ottenuta permette di valutare 
agevolmente il versore normale alla superficie che ha direzione: 
 
n
η
η
∇
=
∇
                                                                                                   
 
dove si ricorda che in coordinate cilindriche si ottiene: 
 
1 2 3, , , ,
T
T
n n n
x r r
η η η
θ
∂ ∂ ∂ ∇ = =    ∂ ∂ ∂ 
                                                             
 
Valutato il versore è ora possibile imporre la condizione dinamica che, 
nell’approssimazione di considerare come secondo mezzo il vuoto, invece 
dell’aria si esprime semplicemente attraverso   la relazione vettoriale: 
 
( ) 0T n T η= ∇ =  
 
dove T  è il tensore degli sforzi espresso in coordinate cilindriche e definito, 
nell’ipotesi di assialsimmetria , come: 
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2
1 0 0
( ) 0 1 0 2
0 0 1
2
u u v w
x r x x
u v v wT p gx r
r x r r r
w w v
r
x r r r
ρ µ
 ∂ ∂ ∂ ∂
+ ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂ ∂ ∂ ∂   
= − + + +    ∂ ∂ ∂ ∂       ∂ ∂  
  ∂ ∂   
 
 
e dove si è assunto che l’asse x sia diretto nello stesso verso dell’accelerazione 
di gravità. 
Il tensore  può essere riscritto in forma compatta come: 
 
, , ,
( )i j i j i jT p gxρ δ µτ= − + +  
 
da cui si ottengono per le componenti dello sforzo 0T nσ = =  agente sulla 
superficie libera le espressioni: 
 
,
( ) 0i i i j jp gf n nσ ρ µτ= − + + =  
 
che rappresentano tre equazioni scalari che completano la descrizione della 
superficie libera. 
Si derivano ora esplicitamente le equazioni della superficie libera in forma 
adimensionale nel caso di una superficie assialsimmetrica (non ci sono 
dipendenze dalla coordinata azimuthale) nel caso in cui la superficie stessa sia 
espressa in forma esplicita ( , )x f r t= . 
Il versore normale si esprime come: 
 
2
1,
1
Tf
r
n
f
r
∂ 
− ∂ 
=
∂ 
+  ∂ 
                                                                                      (1.1.m) 
 
mentre la condizione cinematica risulta: 
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f f
v u
t r
∂ ∂
+ =
∂ ∂
                                                                                          (1.1.n) 
 
e le tre equazioni dinamiche che esprimono lo stato tensionale sulla superficie 
libera, nell’ipotesi vuoto-fluido sono: 
 
2
1 2 0
Rex
f fu u vp
x r r xFr
σ
 ∂∂ ∂ ∂ 
= + + − + + =  ∂ ∂ ∂ ∂  
                                       (1.1.o) 
 
2
1 2 0
Rer
f f f v u vp
r r r r xFr
σ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
= − + + − + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
                               (1.1.p) 
 
0fw w
x r r
θσ
∂∂  
= + = ∂ ∂  
                                                                            (1.1.q) 
 
in cui si introduce il numero di Froude 
32
Q
Fr
R gHpi
=  . 
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1.1.5 Superficie libera linearizzata  
 
Nell’ipotesi in cui la deformazione della superficie libera sia molto piccola se 
confrontata con la lunghezza caratteristica del problema è possibile ottenere 
un’espressione approssimata (linearizzata nello specifico) della stessa. 
Se si ipotizza che 
2
QU gH
RHpi
= <<  si ottiene infatti  Fr<<1; se si espande 
la soluzione in potenze di un parametro piccolo 2Frε = si ottiene per le 
diverse grandezze: 
0 1
0 1
0 1
0 1
0 1
...
...
...
...
...
f f f
u u u
v v v
w w w
p p p
ε
ε
ε
ε
ε
= + +

= + +

= + +

= + +

 = + +
                                                                                    (1.1.r) 
 
Se si sostituiscono le espressioni precedenti nelle equazioni generali della 
superficie libera e si raggruppano le grandezze in funzione delle potenze di ε  
e si considera, in prima approssimazione, solo l’ordine zero ed uno 
dell’espansione  delle equazioni di Navier Stokes si ottiene: 
 
ordine zero 
0ε                                                                                         (1.1.s) 
0 0
2 2
0 0 0 0 0 0 0
2
2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2
2
0 0 0 0 0 0 0 0
2
( )1 0
( )1 1 1
Re
( ) ( ) ( )1 1 1
Re
( ) ( ) ( )1 1
Re
u rv
x r r
u u v r u p u u
r
t r r x x r r rx
v v v r u v p w v rv
t r r x r r r r rx
w rv w u w v w w
t r r x r x
∂ ∂
+ =
∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + = + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + − = + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = +
∂ ∂ ∂ ∂
0( )1 rw
r r r
















  ∂∂
   ∂ ∂  
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 primo ordine 
1ε                                                                                      (1.1.t) 
 
1 1
2
1 0 0 1 0 11 1 1 1
2
2
1 0 1 0 0 1 1 01 1 1 1
2
1 01
( )1 0
( ) ( )1 1 1 12
Re
( ) ( ) ( ) 2 ( )1 1 12
Re
( )1
u rv
x r r
u v r u v r u uu p u u
r
t r r r r x x r r rx
v v r u v u v w wv p v rv
t r r x x r r r r rx
rv ww
t r r
∂ ∂
+ =
∂ ∂
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + = + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + − = + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
∂ ∂∂
+ +
∂ ∂
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
2
1 1
2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( )1 1
Re
u w v w rv w u w v w
x r r r x r
w rw
r r rx















∂ ∂
+ + + + = ∂ ∂ ∂

  ∂ ∂∂
= +   ∂ ∂∂  
 
Mentre le equazioni all’ordine zero conservano la medesima struttura di quelle 
di partenza le equazioni al primo ordine sono lineari. 
Le equazioni per  la superficie libera per i due ordini 
0ε e 1ε  sono invece: 
  
- condizione cinematica 
 
0 0
0 0
f f
v u
t r
∂ ∂
+ =
∂ ∂
                                                                              ordine 
0ε  
 
01 1
1 0 1
ff f
v v u
t r r
∂∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                   ordine 
1ε  
 
- equazione xσ  
 
0 0f =                                                                                              ordine 1−ε  
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0
0 12
1 2 0
Re
u
p f
xFr
ε ∂
+ − =
∂
                                                              ordine 
0ε  
 
- equazione rσ  
 
0 0 0
u v
r x
∂ ∂
+ =
∂ ∂
                                                                                   ordine 
0ε  
 
0 01 1 1 1 1
0
1 2 2 0
Re
f vf v f u v
p
r r r r r r x
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
+ + − + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
                        ordine 
1ε  
 
- equazione θσ  
 
0 0 0 0
w f w
x r r
∂ ∂  
+ = ∂ ∂  
                                                                         ordine 
0ε  
0 01 1 0
f ww fw
x r r r r
∂ ∂   ∂
+ + =  ∂ ∂ ∂   
                                                          ordine 
1ε  
 
La prima informazione che si ottiene è che all’ordine zero la superficie è 
piatta: 0 0f = . 
Dalla condizione cinematica all’ordine zero si ottiene quindi che 0 0u =  sulla 
superficie libera. 
La condizione rσ  si riduce quindi alla : 
 
0 0
v
x
∂
=
∂
 
 
così come la θσ : 
0 0
w
x
∂
=
∂
 
 
Le condizioni al contorno necessarie per risolvere il sistema di Navier Stokes 
all’ordine zero sono quindi tre essendo nota la forma (piatta) della superficie. 
Capitolo1                                                                                           63                                                                                                 
 63 
0 0u =                                                                                                      (1.1.u) 
 
0 0
v
x
∂
=
∂
                                                                                                   (1.1.v) 
 
0 0
w
x
∂
=
∂
                                                                                                 (1.1.w) 
 
La condizione xσ  permette di calcolare la forma della superficie piatta 
all’ordine uno esplicitamente: 
0
1 0
2
Re
uf p
x
∂
= −
∂
                                                                                    (1.1.z) 
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 1.2 Comportamento delle equazioni di Navier-Stokes sull’asse 
 
In questa sezione si analizzerà il comportamento delle equazioni di Navier-
Stokes scritte in coordinate cilindriche in prossimità dell’asse di simmetria: 
queste equazioni, infatti,  se scritte in un riferimento polare presentano una 
singolarità sull’asse 0r =  che non permette la scrittura qualora il dominio 
abbracci l’asse. 
Costantinescu e Lele, nonché altri autori parallelamente, hanno sviluppato una 
tecnica che per mette di superare agevolmente questo problema.i dettagli della 
trattazione si rimandano agli articoli degli autori citati in bibliografia [3] mentre 
ciò che si presenta ora è il risultato: 
 
2 Im
,
0
( , , , ) m nm n
m n
Even r x t r r e θθ α
∞ ∞
=−∞ =
 
=  
  
∑ ∑                                               (1.2a) 
 
1 2 Im 2 1
, 0,
1 0 1
( , , , ) m n nm n n
m n n
Odd r x t r r e rθθ β β
∞ ∞ ∞
−
−
= = =
   
= +   
      
∑ ∑ ∑                     (1.2.b) 
 
Queste formule attraverso un’espansione in serie permettono di rappresentare 
l’andamento delle funzioni (siano esse pari o dispari)  in un qualsiasi problema 
differenziale in coordinate polari e che presenti la singolarità in questione. 
Nello specifico, per le equazioni di Navier-Stokes, questi sviluppi permettono 
di descrivere in prossimità dell’asse (e sull’asse in particolare ) le variabili 
u,v,w,p attraverso delle potenze di ""r ; in particolare le compomenti di 
velocità v e w sono dispari (Odd) mentre la componente di velocità u e la 
pressione sono pari (Even). 
 
2 Im
,
0
( , , , ) m nm n
m n
u r x t r r e θθ α
+∞ ∞
=−∞ =
 
=  
  
∑ ∑                                                    (1.2.c) 
 
1 2 Im 2 1
, 0,
1 0 1
( , , , ) m n nm n n
m n n
v r x t r r e rθθ β β
∞ ∞ ∞
−
−
= = =
   
= +   
      
∑ ∑ ∑                          (1.2.d) 
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1 2 Im 2 1
, 0,
1 0 1
( , , , ) m n nm n n
m n n
w r x t r r e rθθ γ γ
∞ ∞ ∞
−
−
= = =
   
= +   
      
∑ ∑ ∑                          (1.2.e) 
 
2 Im
,
0
( , , , ) m nm n
m n
p r x t r r e θθ δ
+∞ ∞
=−∞ =
 
=  
  
∑ ∑                                                    (1.2.f) 
 
Queste espressioni sostituite nelle equazioni di quantità di moto e di 
continuità permettono di scrivere tali equazioni anche nel punto di singolarità 
chiudendo di fatto il sistema e permettendone il calcolo. 
E’ da notare inoltre che qualora la eventuale dipendenza da teta(ciò avverrà 
nei capitoli seguenti) sia trattata attraverso la serie di Fourier questa 
formulazione risulta molto comoda in quanto compaiono già esplicitamente  
combinazioni lineari di esponenziali immaginari del tipo ""
Imθe . 
 
Nel caso assialsimmetrico le espressioni delle variabili in prossimità dell’asse 
sono le seguenti: 
 
...),,,( 21,00,0
0
2
,0 ++≈





= ∑
∞
=
rrtxru
n
n
n αααθ                            (1.2.g) 
...),,,( 31,00,0
1
12
,0 ++≈





= ∑
∞
=
−
rrrtxrv
n
n
n βββθ                            (1.2.h) 
...),,,( 31,00,0
1
12
,0 ++≈





= ∑
∞
=
−
rrrtxrw
n
n
n γγγθ                             (1.2.i) 
 
...),,,( 21,00,0
0
2
,0 ++≈





= ∑
∞
=
rrtxrp
n
n
n δδδθ                               (1.2.l) 
 
Se si sostituiscono le espressioni ora ottenute , che sono troncate al secondo 
ordine ( )( 2rO ) rispettivamente nelle equazioni di continuità e di quantità di 
moto   si ottiene:  
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- equazione di continuità: 
 
x
r
xx
u
∂
∂
+
∂
∂
=
∂
∂ 21,00,0 αα
                                                                            
 
2
1,00,0 22
1
r
r
rv
r
ββ +=
∂
∂
                                                                           
 
e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 
02 0,0
0,0
=+
∂
∂ βα
x
                                                                                (1.2.m) 
 
- per l’equazione di quantità di moto assiale  si ha: 
 
 
........
2
1,00,0 +
∂
∂
+
∂
∂
=
∂
∂
t
r
tt
u αα
                                                                
 
.......2
4
1,01,0
2
1,00,00,00,0 +
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=
∂
∂
x
r
x
r
xx
uu αααααα
                       
 
....6442 41,01,0
2
0,01,0
2
1,00,00,00,0 ++++=∂
∂
rrr
rr
rvu
αβαβαβαβ            
 
......
2
1,00,0 +
∂
∂
+
∂
∂
=
∂
∂
x
r
xx
p δδ
                                                             
 








+
∂
∂
+
∂
∂
=





∂
∂
......
Re
1
Re
1
2
2
1,0
2
2
0,0
2
2
2
x
r
xx
u αα
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Re
41
Re
1 1,0α
=





∂
∂
∂
∂
r
u
r
rr
                                                                         
 
e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 








∂
∂
+=
∂
∂
++
∂
∂
+
∂
∂
xxxt 2
0,0
2
1,0
0,0
0,00,0
0,00,0 4
Re
12
α
α
δ
αβαα                 (1.2.n) 
 
 
- per l’equazione di quantità di moto radiale infine  si ha: 
 
 
.........
3
1,00,0 +
∂
∂
+
∂
∂
=
∂
∂
t
r
t
r
t
v ββ
                                                              
 
termini convettivi: 
 
.......
5
1,01,0
3
0,01,01,00,00,00,0 ++++=∂
∂
rrrr
x
uv βαβαβαβα              
 
......7103 51,01,0
3
1,00,00,00,0 +++=∂
∂
rrr
rr
rvv ββββββ                         
0,00,0
2
γγ=−
r
w
                                                                                       
 
termini lineari:  
 








∂
∂
+
∂
∂
=





∂
∂
x
r
xx
v
2
3
0,0
2
2
0,0
2
2
2
Re
1
Re
1 ββ
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( )0,1( )1 1 1 8Re Re
rv
r r r
β∂∂  = ∂ ∂                                                                 
 
trascurando le potenze di r superiori alla prima e dividendo per r si ottiene: 
 
( )
2
20,0 0,02
0,0 0,0 0,0 0,1 0,0 0,1 2
13 2 8
Ret x
β β
α β β δ γ β ∂ ∂ + + + − = +
 ∂ ∂ 
                       (1.2.p) 
 
I valori dei coefficienti nmnmnmnm ,,,, ,,, δγβα  sono calcolati in modo che il 
polinomio passi per i punti in cui i valori di velocità e pressione sono 
discretizzati. 
 
1.3 Risultati 
 
In questo paragrafo si riportano i risultati ottenuti per il caso in cui Re=30 
mostrando dapprima  le linee di corrente nel piano r-x ottenute e quindi una 
mappa cromatica delle componenti di velocità. 
Si riporta in oltre la forma della superficie libera linearizzata.   
Il calcolo è stato condotto utilizzando una griglia cartesiana non uniforme 
utilizzando 100 punti nella direzione radiale e 70 in quella assiale. 
 
Fig.1.1 Linee di corrente nel piano x-r 
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Fig.1.3 Campo di velocità assiale U 
          
Fig.1.4 Campo di velocità assiale U (particolare) 
Vorticeassialsimmetrico                                                                 70  
 
 
Fig1..5 Campo di velocità assiale V 
 
Fig.1.6 Campo di velocità assiale V (particolare) 
Capitolo1                                                                                           71                                                                                                 
 71 
 
 
 
Fig.1.7 Superficie libera linearizzata 
 
 
 
  
 Capitolo 2 
 
Stabilità lineare del vortice assialsimmetrico 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
In questo capitolo si vogliono  approfondire le proprietà di stabilità lineare del 
flusso assialsimmetrico analizzato nella sezione precedente al fine di osservare 
se il flusso sia instabile al crescere di Re.  
Si derivano quindi le equazioni linearizzate di Navier-Stokes decomponendole 
in serie di Fourier per il trattamento della dipendenza azimutale (metodo dei 
modi ortonormali)  al fine di analizzare i singoli modi della perturbazione 
indipendentemente e di cercare eventualmente un modo instabile. 
Una volta decomposto spetralmentente in teta il set di equazioni si discretezza 
il generico modo m con una metodologia simile a quella adottata nel capitolo 
precedente  al fine di effettuare una simulazione temporale e poter calcolare 
autovalori ed autovettori del sistema. 
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2.1 Equazioni linearizzate di Navier-Stokes 
 
In questo paragrafo si derivano le equazioni linearizzate di Navier-Stokes in 
coordinate cilindriche. L’analisi, come già descritto nei paragrafi precedenti,  è 
molto importante poiché nella comune pratica ingegneristica una soluzione 
instabile di un problema fluidodinamica  non riveste interesse: nella realtà 
subentrano difatti sempre piccole perturbazioni non contemplate nella 
soluzione matematica e se il sistema è instabile queste perturbazioni portano il 
sistema ad uno stato finale sensibilmente  differente da quello calcolato 
rendendo quindi inutili i risultati ottenuti. 
Viceversa un flusso stabile è in grado di smorzare le perturbazioni e la 
soluzione calcolata matematicamente rappresenterà un buon modello del 
fenomeno fisico. 
La linearizzazione delle equazioni complete di Navier-Stokes è ottenuta 
decomponendo la soluzione in un flusso stazionario, detto flusso base ed 
indicato con il pedice b ed una parte instazionaria ( vδ  e pδ )  
 
bv v vδ= +   bp p pδ= +                                                                                 
 
 e sostituendo le espressioni ora introdotte nelle equazioni (1.1.a), (1.1.b), 
(1.1.c), (1.1.d) si ottiene: 
 
( ) 0rvu w
x r r r θ
∂∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                                  
2 2 2
2 2 2
( ) ( ) 1 1
Re
ruv uw pu u u u u
r
t x r r r x r r r x rθ θ
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
       
 
2
2 2
2 2 2 2
( ) ( ) ( )
( )1 1 2
Re
uv rvv vw pv w
t x r r r r r
rv v v w
r r r x r r
θ
θ θ
∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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2 2
2 2 2 2
( ) ( ) ( )
( )1 1 2
Re
uw rvw ww pw vw
t x r r r r r
rw w w v
r r r x r r
θ θ
θ θ
∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                                
 
dopo alcuni passaggi si ottengono le seguenti espressioni: 
 
( )( ) 0b b bu rv wrvu w
x r r r x r r rϑ ϑ
∂ ∂ ∂∂∂ ∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                           
 
2
( ) ( ) ( )( ) 2
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
1 1
Re
b b b b b b
b b b b
b b b
u u u u u ru vu uu
t t x x x r r
ru v r uv u wr u v
r r r r r r r
u w uw pu w p
r r r x x
u u
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r r r x
δδ δδ
δ δ δ δ
θ
δ δ δ δ δ
θ θ θ
δ δ
∂ ∂ ∂ ∂∂   ∂
+ + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂∂ 
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∂ ∂ ∂∂ ∂   
+ + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂
2
2 2 2 2
1 1
Re
b bu uu
r
r r rr x
δ
θ
   ∂ ∂∂ ∂
+ + +     ∂ ∂∂ ∂   
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2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
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Re
b b b b b b b b
b b b
v u v u v uv rv v rv vu v r v vv
t t x x x x r r r r r r
vw v w pv w p
r r r r r
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r r r x r r
δ δ δ δ δ δ
δ δ δ δ
θ θ θ
δ δ δ δ
θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂     ∂
+ + + + + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
∂ ∂ ∂∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
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r r r x
 ∂ ∂∂
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b b b b b b b b b
b b b b b b
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 in cui se si trascurano gli infinitesimi di ordine superiore (prodotti quadratici 
delle perturbazioni del tipo vuδδ  e simili ,che se infinitesimi possono essere 
trascurati) e sottraendo il flusso medio alle equazioni si ottiene, ricordando che 
nel flusso base calcolato 0=bw su tutto il dominio: 
 
( ) 0r vu w
x r r r
δδ δ
ϑ
∂∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                            (2.1.a) 
 
2
2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )
2
1 1
Re
b b b bu u ru v r uv u w pu
t x r r r r r x
u u u
r
r r r x r
δ δ δ δ δδ
θ
δ δ δ
θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
                      (2.1.b) 
 
2
2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )
2
( )1 1 2
Re
b b b bu v uv rv v v w pv
t x x r r r r
r v v v w
r r r x r r
δ δ δ δ δδ
θ
δ δ δ δ
θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                               (2.1.c) 
 
2
2 2 2 2
( ) ( )
1 1 2
Re
b b bu w rv w v wpw
t x r r r r
rw w w v
r r r x r r
δ δ δδδ
θ
δ δ δ
θ θ
∂ ∂ ∂∂
+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                             (2.1.d) 
. 
Le equazioni ora scritte sono lineari (a differenza di quelle complete  di 
partenza) e sono corredate da condizioni al contorno omogenee qui riassunte: 
 
- sui contorni solidi :          0=== wvu δδδ  per [0, 0.5]r R ed x= ∈  (2.1.e) 
- sulla superficie libera:    0w v u
x x
δ δ δ∂ ∂= = =
∂ ∂
                                        (2.1.f) 
- nel foro d’uscita: 0w v p
x x
δ δ δ∂ ∂= = =
∂ ∂
                                              (2.1.g) 
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2.1.1 Decomposizione spettrale in direzione circonferenziale  
 
Le equazioni linearizzate  derivate nel paragrafo precedente a differenza del 
flusso base presentano la dipendenza dalla terza coordinata teta; tuttavia come 
è facile osservare non compaiono prodotti di termini dipendenti da teta (gli 
unici sarebbero i termini quadratici della perturbazione qui trascurati 
nell’ipotesi di poter considerare piccole le perturbazioni e linearizzate il 
problema) . 
Si puo’ operare quindi secondo una metodologia che và sotto il nome di modi 
ortonormali in cui la dipendenza dalla coordinata azimutale è affrontata 
attraverso la serie di Fourier: 
 
Im( , , , ) ( , , )mmf x r t F x r t e
θθ +∞
=−∞
= ∑                                                         (2.1.h)                
 
 essendo il problema in coordinate polari  periodico con periodo pi2  in 
direzione θ . Questa decomposizione spettrale permette di scrivere infiniti 
(ognuno per quanti sono i termini della serie di Fourier)  sistemi sistemi lineari 
disaccoppiati  in cui di volta in volta è risolta una componente azimutale della 
perturbazione: ( , , )mF x r t . 
Le componenti di perturbazione risultano quindi esprimibili nella forma:                                          
 
Im( , , , ) ( , , )mmu x r t U x r t e
θδ θ +∞
=−∞
= ∑               
Im( , , , ) ( , , )mmv x r t V x r t e
θδ θ +∞
=−∞
= ∑                                   
Im( , , , ) ( , , )mmw x r t W x r t e
θδ θ +∞
=−∞
= ∑                                          
Im( , , , ) ( , , )mmp x r t P x r t e
θδ θ +∞
=−∞
= ∑                                                                            
 
e sostituendo le espressioni all’interno delle equazioni linearizzate si giunge a 
una formulazione che permette di esprimere il sistema  di partenza come:  
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Im( ) Im 0
mm m
m
rVU W
e
x r r r
θ
∞
=−∞
 ∂∂
+ + =  ∂ ∂ 
∑                                              
 
Im
2
2 Im
2 2
Im
2
1 1
Re
m m mM m m
b b b b
m M
M m m m
m M
u U rUv ru V u WU P
e
t x r r r r r x
U U U
r m e
r r r x r
θ
θ
=−
=−
 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂
=  + −    ∂ ∂ ∂  
∑
∑
                
 
ImIm2
m m m mm m
b b b b b
m
u V v U rVv ru V v WV P
e
t x x r r r r r r
ϑ
∞
=−∞
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑
2
2 Im
2 2 2
( )1 1 2
Re
m m m m
m
rV V V W
m mI e
r r r x r r
ϑ
∞
=−∞
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
∑                  
 
ImIm Im2
m mm m
b b b
m
u W rv W v WW P
e
t x r r r r
ϑ
∞
=−∞
 ∂ ∂∂
+ + + + = 
 ∂ ∂ ∂ 
∑                          
2
2 Im
2 2 2
( )1 1 2
Re
m m m m
m
rW W W V
m mI e
r r r x r r
ϑ
∞
=−∞
 ∂∂ ∂
= + − +  ∂ ∂ ∂ 
∑                   
 
Come è facile osservare gli esponenziali 
θIme possono essere elisi e le 
equazioni risolte per ogni m. 
Questo risultato è molto importante poiché mostra come ogni componente 
azimutale della perturbazione non influenzi le altre (modi ortonormali) e le 
equazioni risultanti sono molto più agevoli da risolvere numericamente 
rappresentando una serie di problemi bidimensionali non più nelle variabili di 
partenza ma nei coefficienti della serie. 
Questo approccio è reso possibile unicamente dal fatto che il flusso base non 
dipenda da una delle coordinate , ,x r θ (qui in particolare quella azimutale). 
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2.2 Singolarità delle equazioni di Navier-Stokes sull’asse 
 
In questa sezione si analizzerà il comportamento delle equazioni di Navier-
Stokes linearizzate in prossimità dell’asse di simmetria: queste equazioni, 
infatti,  se scritte in un riferimento polare presentano, come nel caso del flusso 
base analizzato precedentemente, una singolarità sull’asse 0r =  che non 
permette la scrittura qualora il dominio abbracci l’asse. 
Si osserverà come le espressioni delle equazioni sull’asse risultano più 
complesse per i modi m=0 e m=1 mentre per i modi successivi si puo’ 
parametrizzare in funzione di m l’andamento delle equazioni sull’ asse. 
 
2.2.1 Modo m=0 
 
Le equazioni sull’asse nel caso di m=0 sono ottenute ripercorrendo 
esattamente la stessa procedura utilizzata nel flusso base nel paragrafo 1.4; si 
introducono quindi sia per la perturbazione  che per il flusso base le 
espressioni delle variabili: 
 
 
2
,
0
2 1
0,
1
2 1
0,
1
2
,
0
( , , )
( , , )
( , , )
( , , )
b n
b m n
n
b n
b n
n
b n
b n
n
b n
b m n
n
u r x t r
v r x t r
w r x t r
p r x t r
α
β
γ
δ
∞
=
∞
−
=
∞
−
=
∞
=
  
=  
   


  
 =  
   



 
=     


 
=  
  
∑
∑
∑
∑
(2.2.a)             
0 2
,
0
0 2 1
0,
1
0 2 1
0,
1
0 2
,
0
( , , )
( , , )
( , , )
( , , )
n
m n
n
n
n
n
n
n
n
n
m n
n
U r x t r
V r x t r
W r x t r
P r x t r
α
β
γ
δ
∞
=
∞
−
=
∞
−
=
∞
=
  
=  
   


  
 =  
   



 
=     


 
=  
  
∑
∑
∑
∑
(2.2.b) 
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Se si sostituiscono le espressioni ora ottenute , troncate al secondo ordine 
( )( 2rO ) rispettivamente nelle equazioni di continuità e di quantità di moto  
particolarizzate per 0=m  : 
 
00 ( ) 0rVU
x r r
∂∂
+ =
∂ ∂
                                                                                  (2.2.c) 
 
0 0 00 0 0 2 0
2
1 12
Re
b b bu U rU v ru VU P U U
r
t x r r r r x r r r x
   ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
   (2.2.d) 
 
0 0 0 00 2 0
2
( )1 12
Re
m
b b bu V v U rV v rVV P V
t x x r r r r r r x
   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (2.2.e) 
 
si ottiene:  
 
- equazione di continuità: 
 
20
0,0 0,1
...
rU
x x x
α α∂ ∂∂
= + +
∂ ∂ ∂
                                                                           
 
0
2
0,0 0,1
1 2 2 ...r V r
r r
δ β β∂ = + +
∂
                                                                         
 
e trascurando per 0r →  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 
0,0
0,02 0
x
α β∂ + =
∂
                                                                                     (2.2.f) 
 
- per l’equazione di quantità di moto assiale  si ha: 
 
20
0,0 0,1
........
rU
t t t
α α∂ ∂∂
= + +
∂ ∂ ∂
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2 2 40
0,0 0,0 0,0 0,1 0,0 0,1 0,1 0,12 ...
b b b b
b r r ru U
x x x x x
α α α α α α α α∂ ∂ ∂ ∂∂
= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
   
 
0
2 2 4
0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,0 0,1 0,12 4 4 6 ....
b b b bbrV u
r r r
r r
β α β α β α β α∂ = + + + +
∂
    
 
0
2 2 4
0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,0 0,1 0,12 4 4 6 ...
b b b bbrv U
r r r
r r
β α β α β α β α∂ = + + + +
∂
      
 
20
0,0 0,1
......
rP
x x x
δ δ∂ ∂∂
= + +
∂ ∂ ∂
                                                                   
 
2 2 22 0
0,0 0,1
2 2 2
1 1
......
Re Re
rU
x x x
α α ∂ ∂ ∂
 = + +    ∂ ∂ ∂   
                                          
 
0
0,141 1
Re Re
U
r
r r r
α ∂ ∂
=  ∂ ∂ 
                                                                        
 
e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 
0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0
2
0,0
0,1 2
2 2
1 4
Re
b
b b
t x x
x
α α α δβ α β α
α
α
∂ ∂ ∂
+ + + + =
∂ ∂ ∂
 ∂
 = +
 ∂ 
                             (2.2.g) 
 
 
- per l’equazione di quantità di moto radiale infine  si ha: 
 
 
30
0,0 0,1
...
r rV
t t t
β β∂ ∂∂
= + +
∂ ∂ ∂
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- termini convettivi (linearizzati) : 
          
0
3 5
0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,0 0,1 0,1 ...
b b b bbv U
r r r r
x
α β α β α β α β∂ = + + + +
∂
 
 
0
3 5
0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,0 0,1 0,1 ...
b b b bbu V
r r r r
x
α β α β α β α β∂ = + + + +
∂
           
( )0 3 50,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,12 2 3 10 7 ...b b bbrv V r r r
r r
β β β β β β∂ = + + +
∂
                 
 
termini viscosi:  
 
2 2 32 0
0,0 0,0
2 2 2
1 1
Re Re
rV
x x x
β β ∂ ∂ ∂
 = +    ∂ ∂ ∂   
                                                     
 
( )0 0,1( )1 1 1 8Re Re
rV
r r r
β ∂∂ =  ∂ ∂ 
                                                                 
 
trascurando le potenze di r superiori alla prima e dividendo per r si ottiene: 
 
( ) 20,0 0,00,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 216 2 8Reb b bt x
β β
α β α β β β δ β ∂ ∂ + + + + = +
 ∂ ∂ 
           (2.2.h) 
 
Anche in questo caso i  valori dei coefficienti nmnmnmnm ,,,, ,,, δγβα  sono 
calcolati in modo che il polinomio passi per i punti in cui i valori di velocità e 
pressione sono discretizzate (non riportati per brevità). 
 
2.2.2 Modo m=1  
 
Si analizza ora il caso in qui le equazioni della perturbazione sono 
particolarizzate e risolte  per il modo azimutale 1=m ; le equazioni assumono 
la forma: 
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11
1( ) 0rVU I W
x r r r
 ∂∂
+ + =  ∂ ∂ 
                                                                       (2.2.i)                             
 
1 1 1 11 1
1 2 1 1
2 2
2
1 1
Re
b b b bu U rU v ru V Iu WU P
t x r r r r r x
U U U
r
r r r x r
 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
= + −  ∂ ∂ ∂ 
                               (2.2.l)                             
 
1 1 1 1 11 1
2b b b b b
u V v U rV v ru V Iv WV P
t x x r r r r r r
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
1 2 1 1 1
2 2 2
( )1 1 2
Re
rV V V WI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
                                              (2.2.m)          
                    
1 1 11 1
2 b b b
u W rv W Iv WW IP
t x r r r r
 ∂ ∂∂
+ + + + = 
 ∂ ∂ ∂ 
               (2.2.n)                            
1 2 1 1 1
2 2 2
( )1 1 2
Re
rW W W VI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
= + − +  ∂ ∂ ∂ 
                                          
 
I coefficienti della serie di Fourier per le espressioni approssimate della 
velocità e della pressione nell’intorno dell’asse , 1=m  similmente a quanto 
ottenuto per il caso assialsimmetrico, hanno la forma: 
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1 2 3
1, 1,0 1,1
0
1 2 2
1, 1,0 1,1
0
1 2 2
1, 1,0 1,1
0
1 2 3
1, 1,0 1,1
0
( , , ) ...
( , , ) ...
( , , ) ...
( , , ) ...
m n
n
n
m n
n
n
m n
n
n
m n
n
n
U r x t r r r r
V r x t r r
W r x t r r
P r x t r r r r
α α α
β β β
γ γ γ
δ δ δ
∞
=
=
∞
=
=
∞
=
=
∞
=
=
  
= = + +  
   
 
= = + + 
  

 
= = + + 
  
 
= = + + 
  
∑
∑
∑
∑















                                     (2.2.o)                                 
 
Si osserva come il coefficiente di Fourier per la velocità assiale m=1  presenti 
derivata nulla sull’asse, così come la componente tangenziale mentre per le 
altre due componenti (coefficiente della velocità assiale e della pressione) i 
polinomi forniscano un valore identicamente nullo sull’asse.  
Sostituendo le espressioni nell’equazione di continuità si ottiene: 
 
31
1,0 1,1( )
...
r rU
x x
α α∂ +∂
= +
∂ ∂
                                                                         
 
3 31
1,0 1,1 1,0 1,1( ) ( )( )
...
r r r rrV
r r x r r
α α β β∂ + ∂ +∂
= + +
∂ ∂ ∂
                                        
 
2
1,0 1,11 Im( )
...
rI W
r r
γ γ+
= +                                                                           
e quindi: 
 
3 2 2
1,0 1,1 1,0 1,1 1,0 1,1( ) ( 3 ) Im( ) 0r r r r
x r r
α α β β γ γ∂ + + +
+ + =
∂
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1,0 1,12 2 2 4
1,0 1,0 1,1 1,1
( ) ( )
I 3 I 0r r r r
x x
α αβ γ β γ ∂ ∂+ + + + + =
∂ ∂
                 
 
per 0r →   le potenze possono essere trascurate ottenendo: 
 
1,0 1,0 0Iβ γ+ =                                                                                         (2.2.p) 
 
 Per l’equazione di quantità di moto radiale, l’espressione fissato il numero 
d’onda m  è: 
 
1 1 1 1 11 1
2b b b b b
u V v U rV v ru V Iv WV P
t x x r r r r r r
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
1 2 1 1 1
2 2 2
( )1 1 2
Re
rV V V WI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
                   
                          
Si operano anche in questo caso le approssimazioni della soluzione attraverso i 
polinomi ottenendo peri diversi termini dell’equazione: 
 
- derivata temporale 
 
1
1,0
...
V
t t
β∂∂
= +
∂ ∂
                                                                                            
 
termini viscosi 
 
1 2 1 1 1
2 2 2
( )1 1 2
Re
rV V V WI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
+ − − =  ∂ ∂ ∂ 
 
2 2
1,1 1,0 1,0 1,02
1,1 2 2 2 2
2 21 3
Re
equazione di continuità
I
r
x x r r
β β β γβ
 
 ∂ ∂ −
 = + + + −
 ∂ ∂
 
 

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22 2
1,0
1,12 2 2 2 2
( )1 1 2 1 3
Re Re
rv v v w
r r r x r r x
ββ
θ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
 + + − = +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
               
 
- gradiente radiale di pressione: 
 
1,0
p
r
δ∂ =
∂
                                                                                                  
 
termini convettivi: 
 
1
0,0 1,0( ) ...bb
u V
x x
α β∂ ∂= +
∂ ∂
                                                                           
 
( )1 20,0 1,0 1,1 ....bbv U r r r
x x
β α α∂ ∂= + +
∂ ∂
                                                            
 
1
1,0 0,0
12 4 ...bb
rV v
r r
β β∂ ≅ +
∂
                                                                          
 
1
0,0 1,0
( )
....
bbI v W I
r
β γ= +                                                                                
 
L’equazione trascurando ancora una volta le potenze di r per 0→r assume 
infine l’espressione: 
 
1,0
0,0 1,0 1,0 0,0 0,0 1,0 1,0
2
1,0
1,1 2
( ) 4
1 3
Re
b b bI
t x
x
β
α β β β β γ δ
ββ
∂ ∂
+ + − + =
∂ ∂
 ∂
 = +
 ∂ 
                               (2.2.q) 
 
Le due equazioni scritte ora sono le uniche due necessarie sull’asse poiché la 
componente assiale di velocità e la pressione sono nulle sull’asse in accordo 
con le (1.1) e (1.2). 
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Le equazioni derivate permettono , una volta che si sono ricavati i valori dei 
coefficienti dei polinomi, di chiudere il problema e di calcolare il valore della 
velocità tangenziale e radiale sull’asse per il modo uno. 
 
2.2.3 Modi m>1 
 
Per i modi successivi a quelli con numeri d’onda zero ed uno 
l’approssimazione sull’asse risulta essere molto più agevole: difatti le 
espressioni polinomiali in questo caso restituiscono valori nulli per tutti i 
coefficienti delle  componenti sia di velocità che di pressione. 
Si conserva però la sola equazione di bilancio radiale necessaria poiché su una 
griglia staggered la componente di velocità radiale è sfalsata di mezzo passo 
rispetto l’asse e quindi il suo valore non è nullo ma va calcolato. 
Le variabili similmente alla procedura usata precedentemente si 
particolarizzano come segue: 
 
,0
1
,0
1
,0
,0
( , , ) ...
( , , ) ...
( , , ) ...
( , , ) ....
m m
m
m m
m
m m
m
m m
m
U r x t r
V r x t r
W r x t r
P r x t r
α
β
γ
δ
−
−
 = +



= +



= +


 = +
                                                                       (2.2.r)                                                                 
                                                                                                        
Preliminarmente si ottiene un’espressione anche per l’equazione di 
continuità, necessaria per poter operare alcune semplificazioni nell’equazione 
di bilancio radiale. 
Sostituendo i polinomi nell’equazione si ottiene quindi: 
 
2 2
2
2
0
0
m m mm
m m
m
m
m m
r m r I m r
x
r
r I
xm
α β β
α β β
− −
−
+ + =
∂
 
+ + = ∂ 
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e infine,trascurando le potenze d’ordine superiore: 
 
Im 0m mβ γ+ =                                                                                                 
(2.2.s)                                                                 
 
 
Per un generico modo l’equazione linearizzata di bilancio radiale è invece la 
seguente: 
   
Im
2
m m m mm m
b b b b bu V v U rVv ru V v WV P
t x x r r r r r r
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
2
2
2 2 2
( )1 1 2
Re
m m m mrV V V W
m mI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
                                    (2.2.t)                                           
 
Si operano anche in questo caso le approssimazioni della soluzione attraverso i 
polinomi ottenendo peri diversi termini dell’equazione: 
 
- derivata temporale 
 
1
,0
...
mm
m rV
t t
β −∂∂
= +
∂ ∂
                                                                                   
 
termini viscosi 
 
2 12
,02
2 2 2 2
( )1 1 12
Re Re
mm m m m
m rrV V V W
m mI
r r r x r r x
β −   ∂∂∂ ∂
 + − − ≅    ∂ ∂ ∂ ∂   
   
 
- gradiente radiale di pressione: 
 
1
1
0,
mP m m r
r
δ −∂ =
∂
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termini convettivi: 
 
1
0,0 ,0( ) ...
m
b mb
m
u V
r
x x
α β −∂ ∂= +
∂ ∂
                                                                   
 
( )0,0 1,0 ...m b mbv U r r
x x
β α∂ ∂= +
∂ ∂
                                                                     
 
1
,0 0,0
12 2( 1) ...
m
b mb
m
rV v
m r
r r
β β −∂ ≅ + +
∂
                                                       
 
1
1
0,0 1,0
Im( )
Im ...b mb
v W
r
r
β γ −= +                                                                    
 
L’equazione trascurando ancora una volta le potenze di r per 0→r assume 
infine l’espressione: 
 
,0
0,0 ,0 ,0 0,0 0,0 ,0 ,0
2
,0
2
( ) 2( 1) Im
1
Re
m b b b
m m m m
m
m
t x
x
β
α β β β β γ δ
β
∂ ∂
+ + + − + =
∂ ∂
 ∂
 =
 ∂ 
             (2.2.u)                                                                 
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2.3 Calcolo degli autovalori e degli autovettori del problema linearizzato 
 
La soluzione nel tempo delle equazioni introdotte nei precedenti paragrafi 
permette di valutare gli autovalori e gli autovettori del sistema e stabilire 
quindi se il sistema presenti instabilità. 
Una volta discretizzato il sistema si può così scrivere: 
 
 ),,( wvuzconAz
dt
dz
==                                                                (2.3.a)                                           
 
dove A rappresenta la matrice 
2R∈ del problema differenziale discretizzato 
(operatore in cui son contenuti sia  termini viscosi che convettivi). 
Il calcolo dell’intero spettro degli autovalori risulta molto oneroso e al limite 
proibitivo per questa tipologia di problema a causa delle elevate dimensioni di 
A. 
Poiché si è i prima approssimazione interessati all’autovalore ( o alla coppia 
complessa coniugata) meno stabile del sistema, che è quello che porta 
eventualmente all’instabilità del sistema si può ricorrere a metodi di proiezione 
in spazi mono o bidimensionali per la ricerca rispettivamente del singolo o 
della coppia di autovalori. 
 
2.3.1 Autovalore reale 
 
Quando l’autovalore è reale si ricorre di fatto al classico metodo delle potenze 
(power method). 
Esso sostanzialmente si basa sull’osservazione che dopo un numero 
sufficiente di iterazioni l’unico autovettore osservabile è quello associato 
all’autovalore meno smorzato mentre tutti gli altri sono decaduti più 
rapidamente. 
Ovviamente qualora l’autovalore fosse a parte reale maggiore di zero  
crescerebbe più velocemente di tutti gli altri e il metodo sarebbe comunque 
valido. 
Discretizzata la derivata temporale si ottiene: 
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nn
nn
zAz
t
zz λ~
1
==
∆
−
+
                                                                   (2.3.b) 
 
 
e proiettando con un generico vettore p della dimensione di z si ottiene dopo 
un certo numero di iterazioni che dipende dalla composizione dell’intero 
spettro della matrice A si ottiene esplicitamente l’autovalore cercato: 
 
n
nn
n
nn
zp
t
zzp
zp
t
zzp
⋅






∆
−
⋅
=→⋅=





∆
−
⋅
+
+
1
1
~~ λλ                                 (2.3.c) 
 
normalizzato il vettore z questo rappresenterà esattamente l’autovettore 
associato a λ~ . 
 
2.3.2 Autovalori complessi coniugati 
 
Nell’ipotesi invece in cui gli autovalori meno stabili del sistema siano una 
coppia complessa coniugata il metodo delle potenze cosi’ descritto fallisce e vi 
è bisogno di proiettare la soluzione in uno sottospazio bidimensionale 
attraverso non più uno bensi due vettori di proiezione. 
Quindi il sistema si puo’ scrivere cosi’: 
 
1n n n nz z tAz Bz+ = + ∆ =                                                                           (2.3.d) 
con B I tA= + ∆  
 
e nel caso in cui siano due gli autovalori meno smorzati del sistema il vettore  
z è combinazione lineare di entrambi gli autovettori associati alla coppia 
complessa coniugata di autovalori. 
Se quindi si considera che 
 
2211 vvz
nnn λλ +=                                                                                   (2.3.e) 
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 e similmente  
2
1
21
1
1
1 vvz nnn +++ += λλ                                                                            (2.3.f) 
 
 dove 21 ,vv sono i due autovettori associati ai due autovalori si puo’ proiettare 
con due vettori di proiezione 21 , pp  ottenendo dopo alcuni passaggi la 
seguente espressione in forma matriciale  
 






=











+
+
+
+
nn
nn
nn
nn
zpzp
zpzp
vpvp
vpvp
2
1
2
1
1
1
2
1
2
1
1
1
2212
2111
λλ
λλ
                                  (2.3.g) 
 
un’espressione analoga si può scrivere prendendo la coppia di equazioni 
 
 2211 vvz
nnn λλ += , 2121111 vvz nnn −−− += λλ                                              (2.3.h) 
 






=











−
−
−
−
1
22
1
11
1
22
1
11
2212
2111
nn
nn
nn
nn
zpzp
zpzp
vpvp
vpvp
λλ
λλ
                                   (2.3.i) 
 
riscrivendo: 
 
 












=





−
−
+
+
1
22
1
11
2
1
2
1
2
1
1
1
0
0
nn
nnn
nn
nn
λλ
λλ
λ
λ
λλ
λλ
                                                     (2.3.l) 
 
Si ha: 






=

















+
+
−
−
nn
nn
nn
nnn
zpzp
zpzp
vpvp
vpvp
2
1
2
1
1
1
1
22
1
11
2
1
2212
2111
0
0
λλ
λλ
λ
λ
                (2.3.m) 
 
 
Combinando le due equazioni matriciali (2.3.i) e (2.3.l) prima scritte si ottiene: 
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1 1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
1 1
2 1 2 2 2 1 2 22 2 2 2 2
0
0
n n n n n
n n n n
p v p v p v p v p z p z p z p z
p v p v p v p v p z p z p z p z
λ
λ
−
− +
− +
        
=        
             
(2.3.n) 
 
1 1
1 1 1 1
1 1
2 2 2 2
n n n n
n n n n
p z p z p z p z
M
p z p z p z p z
− +
− +
   
=   
      
                                                     (2.3.o) 
 
con 
1
1 1 1 2 1 1 1 1 2
2 1 2 2 2 1 2 22
0
0
np v p v p v p v
M
p v p v p v p v
λ
λ
−    
=     
     
                                  (2.3.p) 
 
Se si calcolano ora gli autovalori della matrice  
 
1
1
22
1
11
2
1
2
1
1
1
−
−
−
+
+












=
nn
nn
nn
nn
zpzp
zpzp
zpzp
zpzp
M                                             (2.3.q) 
 
si ottengono di fatto 21 λλ e . 
 
I due autovalori ora ottenuti devono pero essere corretti poiché rappresentano 
gli autovalori della matrice B e non di quella A di partenza; i due autovalori 
sono quindi: 
 
t
qe
t
q
∆
−
=
∆
−
=
11 2
2
1
1
λλ
                                                               (2.3.r) 
 
 gli autovettori  21 vev  invece sono i medesimi per le due matrici e si 
ottengono semplicemente dalla espressione 2211 vvz
nnn λλ +=  una volta noti 
gli autovalori scrivendo la stessa al passo n e al passo n+1 e risolvendo il 
sistema nei due vettori incogniti 21 vev . 
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2.4 Risultati  
 
Le equazioni introdotte nei capitoli precedenti sono state risolte numericamente 
(come riportato in dettaglio nell’Appendice B) e si sono riportati i risultati ottenuti 
per i primi cinque modi azimutali nell’intervallo Re [0 : 30]∈ . 
I modi sono risultati essere stabili e in alcuni casi l’autovalore meno stabile è risultato 
essere reale (modi azimutali 2 e 3) mentre in altri facente parte di una coppia di 
complessi coniugati (modi azimutali 1,4,5) come è facile osservare in Fig 2.1. 
Inoltre si osserva come al crescere del numero d’onda m a parità del numero di 
Reynolds il valore assoluto dell’autovalore (o  della sua parte reale nel caso di 
autovalori complesso) risulti crescente a parte il caso del modo 1m = (che resta 
comunque stabile). 
La tendenza ottenuta porta a concludere che al crescere del numero d’onda si 
incontrino modi sempre più stabili.L’intervallo Re [0 : 30]∈ è stato scelto in modo 
che il valore massimo fosse pari a circa il doppio di quello per cui negli esperimenti 
condotti in [1] e [2] si presentava un’instabilità fluidodinamica.Si sono quindi 
riportati i grafici del modulo delle autofunzioni ottenuti per i diversi numeri d’onda 
analizzati e per Re 30=  
-10
-9
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
15 17 19 21 23 25 27 29
Numero di Reynolds
pa
rt
e 
re
al
e 
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to
v
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o
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Fig 2.1 Autovalori meno stabili per diversi modi azimutali 
 
Fig 2.2 Modulo nel piano x-r dell’autofunzione ottenuta per m=1 
 
Fig 2.3 Modulo nel piano x-r dell’autofunzione ottenuta per m=2 
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Fig 2.3 Modulo nel piano x-r dell’autofunzione ottenuta per m=3 
 
Fig 2.4 Modulo nel piano x-r dell’autofunzione ottenuta per m=4 
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Fig 2.5 Modulo nel piano x-r dell’autofunzione ottenuta per m=5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
Capitolo 3 
 
Vortice a struttura non assialsimmetrica  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nei capitoli precedenti si è analizzata la stabilità lineare del vortice nel caso in 
cui il flusso presenti simmetria assiale non evidenziando, di fatto, l’insorgenza 
di instabilità; questo risultato, confrontato con quello sperimentale [2], porta a  
ipotizzare che il moto di rotazione possa manifestarsi a causa di instabilità nel 
flusso legata a condizioni di ingresso di forma più generale. 
Nello specifico in [2] e nell’esperimento che sarà descritto nel capitolo 5 il 
fluido entra attraverso due aperture laterali di un recipiente di forma cilindrica, 
dotato di un foro d’uscita sul fondo e in cui il fluido ha una superficie libera,  
tali da non introdurre rotazione nel flusso. 
In questo capitolo si introdurrà il modello tridimensionale per descrivere 
l’evoluzione in accordo con questa nuova configurazione mentre nel capitolo 
successivo si stabilirà, attraverso un’analisi di stabilità lineare, se al crescere del 
numero di Reynolds  si abbia la genesi di una rotazione netta nel flusso in 
esame a seguito di un’instabilità fluidodinamica. 
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3.1 Il modello matematico tridimensionale  
 
3.1.1 Geometria 
 
La geometria scelta per il problema, è ancora una volta quella di un dominio 
cilindrico in cui il fluido entra attraverso due superfici permeabili laterali 
fuoriuscendo  da un piccolo foro a sezione circolare posto sul fondo del 
recipiente in posizione centrale.  
Il flusso in ingresso è costante con l’altezza ma variabile lungo la direzione 
azimutale (come sarà descritto meglio in seguito) ma la sua distribuzione sarà  
tale da  non introdurre alcuna rotazione netta nel flusso. 
Il dominio del problema è di seguito rappresentato: 
 
 
Fig.3.1 Dominio computazionale 
 
in cui R rappresenta il raggio esterno della geometria cilindrica e con H si è 
indicata l’altezza del recipiente; infine con 0R  si è indicato il raggio del foro e 
quindi del canale di drenaggio. 
In particolare si è scelto un rapporto: 
2R
H
=  
mentre per il raggio 0R  d’uscita la scelta è ricaduta similmente al caso 
assialsimmetrico su: 
0
10R
R
=  
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Una semplice rappresentazione (qui sotto riportata) è utile a chiarire 
meglio la geometria e le effettive zone di ingresso del fluido: 
 
 
Fig.3.2 Rappresentazione del flusso radiale in ingresso nel dominio dalla superficie 
laterale del cilindro.  
 
 
3.1.2 Equazioni di Navier Stokes in coordinate cilindriche 
 
Il modello matematico che descrive l’evoluzione del fluido è fornito dalle 
equazioni di Navier Stokes in stazionarie, incomprimibili, per fluidi newtoniani 
e scritte in coordinate cilindriche nella loro forma completa: 
 
 
( ) 0rvu w
x r r r θ
∂∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                               (3.1.a) 
 
2 2 2
2 2 2
( ) ( ) 1 1
Re
ruv uw pu u u u u
r
t x r r r x r r r x rθ θ
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
            (3.1.b) 
 
2
2 2
2 2 2 2
( ) ( ) ( )
( )1 1 2
Re
uv rvv vw pv w
t x r r r r r
rv v v w
r r r x r r
θ
θ θ
∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                                (3.1.c) 
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2 2
2 2 2 2
( ) ( ) ( )
( )1 1 2
Re
uw rvw ww pw vw
t x r r r r r
rw w w v
r r r x r r
θ θ
θ θ
∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                             (3.1.d) 
 
Il numero di Reynolds è calcolato così come nel caso del flusso 
assialsimmetrico: 
 
Re
2
Q
vHpi
=                                                                                              (3.1.e) 
 
dove con ν si è indicata la viscosità cinematica, con Q la portata volumetrica 
in ingresso e con H, ancora, l’altezza del recipiente. 
 
3.1.3 Condizioni al contorno all’ ingresso  ed in  uscita  
 
Le condizioni di ingresso attraverso la superficie laterale sono scelte al fine di 
avere un  flusso variabile lungo la direzione circonferenziale ma tali da 
mantenere due piani di simmetria lungo le direzioni radiale e assiale 
 
( , , ) 0 , ,
r Ru t x r t x ϑ= = ∀                                                                   (3.1.f) 
( , , ) ( ) , ,
r Rv t x r t xγ θ θ= = ∀                                                                     (3.1.g) 
( , , ) 0 , ,
r Rw t x r t x θ= = ∀                                                                    (3.1.h) 
 
La funzione ( )γ θ è ottenuta dalla sovrapposizione di funzioni armoniche al 
fine di riprodurre il più fedelmente possibile le condizioni di ingresso che si 
hanno nell’esperimento. 
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Fig 3.3 Andamento della funzione ( )γ θ   
 
Per quanto concerne le condizioni di uscita si è scelto di imporre due 
condizioni per la velocità e una per la pressione: 
 
0( , , ) 0 , [0 : ]x Hp t x r t e r Rθ= = ∀                                                         (3.1.i) 
 
0
( , , ) 0 , [0 : ]
x H
v t x r
t e r R
x
θ
=
∂
= ∀
∂
                                                        (3.1.l) 
 
0
( , , ) 0 , [0 : ]
x H
w t x r
t e r R
x
θ
=
∂
= ∀
∂
                                                       (3.1.m) 
 
 
3.1.4 Superficie libera tridimensionale  
 
In questo paragrafo si approfondisce la modellazione matematica di una 
superficie libera estendendo i risultati ottenuti in 1.2.4 (paragrafo al quale si 
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rimanda per approfondimenti) al caso in cui si abbia una dipendenza della 
superficie da tutte e tre le coordinate spaziali. 
Indicata con η  la superficie libera nella sua forma implicita e con  f invece 
nella sua forma esplicita (si ricorda che ( , , , ) ( , , ) 0t x r x f t rη θ θ= − = ) 
la condizione cinematica 0D
dt
η
=  è ora: 
f f f
v w u
t r r θ
∂ ∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                             (3.1.n) 
 
Per l’applicazione delle condizioni dinamiche  occorre valutare il versore 
normale alla superficie: 
 
n
η
η
∇
=
∇
                                                                                                      
 
dove si ricorda che in coordinate cilindriche si ottiene: 
 
, ,
T
x r r
η η η
θ
∂ ∂ ∂ ∇ =  ∂ ∂ ∂ 
                                                                                  
e quindi: 
 
2 2
1, ,
1
Tf f
r r
n
f f
r r
θ
θ
∂ ∂ 
− ∂ ∂ 
=
∂ ∂   
+ +   ∂ ∂   
                                                                      (3.1.o) 
 
Valutato il versore è ora possibile imporre la condizione dinamica che, sempre 
nell’approssimazione di considerare come secondo mezzo il vuoto è: 
 
( ) 0T n T η= ∇ =  
 
dove T  è il tensore degli sforzi nella sua forma più generale, espresso in 
coordinate cilindriche: 
Capitolo3                                                                                         105                                                            
 
12
1 0 0
( ) 0 1 0 2 2
0 0 1
1 2 2 2
u u v w u
x r x x r
u v v v wT p gx r
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r
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+ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
= − + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 
 
 
e dove si è assunto sempre che  l’asse x sia diretto nella direzione 
dell’accelerazione di gravità. 
Il tensore  può essere riscritto in forma compatta come: 
 
, , ,
( )i j i j i jT p gxρ δ µτ= − + +  
 
da cui si ottengono per le componenti dello sforzo 0T nσ = =  agente sulla 
superficie libera le espressioni: 
 
,
( ) 0i i i j jp gf n nσ ρ µτ= − + + =  
 
che rappresentano tre equazioni scalari che completano la descrizione della 
superficie libera. 
Quindi le tre equazioni dinamiche che esprimono lo stato tensionale sulla 
superficie libera, nell’ipotesi vuoto-fluido sono: 
 
2
1 12 0
Rex
f f fu u v w up
x r r x r x rFr
σ
θ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
= + + − + + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
         (3.1.p) 
 
2
1 2 2 0
Re
r
f f
p
rFr
f fv u v v w
r
r r r x r r r r
σ
θ θ
∂ 
= − + +  ∂ 
  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
+ − + + + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
                       (3.1.q) 
 
1 2 2 2 0f fw u w v w vr
x r r r r r r r r
θσ θ θ θ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
= + + + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
            (3.1.r) 
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in cui il numero di Froude è così calcolato: 
32
Q
Fr
R gHpi
=  . 
 
3.1.5 Superficie libera linearizzata  
 
Nell’ipotesi in cui la deformazione della superficie libera sia molto piccola se 
confrontata con la lunghezza caratteristica del problema è possibile ottenere 
un’espressione approssimata (linearizzata nello specifico) agevolmente anche 
per il caso tridimensionale. 
Se si ipotizza che 
2
QU gH
RHpi
= <<  si ottiene infatti  Fr<<1; se si espande 
la soluzione in potenze di un parametro piccolo 2Frε = si ottiene per le 
diverse grandezze: 
 
0 1 ...f f fε= + +  
0 1 ...u u uε= + +  
0 1 ...v v vε= + +  
0 1 ...w w wε= + +  
0 1 ...p p pε= + +  
 
Se si sostituiscono le espressioni precedenti nelle equazioni generali della 
superficie libera e si raggruppano le grandezze in funzione delle potenze di ε  
e si considera, in prima approssimazione, solo l’ordine zero ed uno 
dell’espansione  delle equazioni di Navier Stokes si ottiene: 
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 ordine zero 
0ε                                                                                      
(3.1.s)                
 
0 0 0
2
0 0 0 0 0 0 0
2 2
0 0 0
2 2 2
2
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2
0 0 0 0
2 2 2 2
( )
0
( ) ( )
1 1
Re
( ) ( ) ( )
( )1 1 2
Re
u rv w
x r r r
u u ru v u w p
t x r r r x
u u u
r
r r r x r
v u v rv v v w w p
t x r r r r r
rv v v w
r r r x r r
θ
θ
θ
θ
θ θ
∂ ∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂∂
+ + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2
0 0 0 0
2 2 2 2
( ) ( ) ( )
( )1 1 2
Re
w u w rv w w w v w p
t x r r r r r
rw w w v
r r r x r r
θ θ
θ θ


















   
  


∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ ∂∂
 + + + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
primo ordine 
1ε                                                                                       (3.1.t)                
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1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 01
2 2
1 1 1
2 2 2
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )
2
1 1
Re
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
u rv w
x r r r
u u ru v u w ru v u w pu
t x r r r r r r x
u u u
r
r r r x r
v u v u v rv v rv v v w v w
t x x r r r r r
θ
θ θ
θ
θ
∂ ∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂∂
= + + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
0 1 1
2 2
1 1 1 1
2 2 2 2
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 11 1
2 2
1 1 1 1
2 2 2 2
2
( )1 1 2
Re
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
( )1 1 2
Re
w w p
r r r
rv v v w
r r r x r r
u w u w rv w rv w w w v w v ww p
t x x r r r r r r r r
rw w w v
r r r x r r
θ
θ θ
θ θ
θ θ
∂
− + =
∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂∂
= + + − 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂∂
= + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

























 
  
Mentre le equazioni all’ordine zero conservano la medesima struttura di quelle 
di partenza le equazioni al primo ordine sono lineari. 
Le equazioni per  la superficie libera per i due ordini 
0ε e 1ε  sono invece: 
  
- condizione cinematica 
 
0 0 0
0 0 0
f f f
v w u
t r r θ
∂ ∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                ordine 
0ε  
 
0 01 1 1
1 0 1 0 1
f ff f f
v v w w u
t r r r rθ θ
∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                       ordine 
1ε  
 
- equazione xσ  
 
0 0f =                                                                                              ordine 1−ε  
 
0
0 12
1 2 0
Re
u
p f
xFr
ε ∂
+ − =
∂
                                                              ordine 
0ε  
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- equazione rσ  
 
0 0 0
u v
r x
∂ ∂
+ =
∂ ∂
                                                                                   ordine 
0ε  
 
0 01 1 1 1 1
0
0 0 01 1 1
1 2 2
Re
1 2 2 0
Re
f vf v f u v
p
r r r r r r x
v w ff v w
r r
r r r r r r r rθ θ θ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
+ + − + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
    ∂ ∂∂ ∂   ∂ ∂
+ + + + =        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
       ordine 
1ε  
 
- equazione θσ  
 
0 0 0 0
w f w
x r r
∂ ∂  
+ = ∂ ∂  
                                                                         ordine 
0ε  
                                          
0 01 1 1 1 1 1
0 0 0 01 1
1 2 2 2
2 2 2 0
f fw u w v w v
r
x r r r r r r r r
w v w vf f
r
r r r r r r r
θ θ θ θ
θ θ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   ∂
+ + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 ∂ ∂∂ ∂   ∂
+ + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
          ordine 
1ε  
 
La prima informazione che si ottiene è che all’ordine zero la superficie è 
ancora una volta piatta: 0 0f = . 
Dalla condizione cinematica all’ordine zero si ottiene quindi che 0 0u =  sulla 
superficie libera. 
La condizione rσ  si riduce quindi alla : 
 
0 0
v
x
∂
=
∂
 
 
così come la θσ : 
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0 0
w
x
∂
=
∂
 
 
Le condizioni al contorno necessarie per risolvere il sistema di Navier Stokes 
all’ordine zero sono quindi tre essendo nota la forma (piatta) della superficie. 
 
0 0u =                                                                                                      (3.1.u)                
 
0 0
v
x
∂
=
∂
                                                                                                   (3.1.v)                
 
0 0
w
x
∂
=
∂
                                                                                                 (3.1.w)                
 
La condizione xσ  permette di calcolare la forma della superficie piatta 
all’ordine uno esplicitamente: 
 
0
1 0
2
Re
uf p
x
∂
= −
∂
                                                                                    (3.1.z) 
 
Il problema linearizzato la cui soluzione sarà affrontata nel seguito risulterà 
quindi composto dalle equazioni di bilancio (3.1.s) corredate dalle condizioni 
al contorno  sulla superficie libera (3.1.u)  (3.1.v) ,(3.1.w).                               
 
3.2 Decomposizione spettrale in direzione circonferenziale delle 
equazioni di Navier-Stokes 3D 
 
In problemi in coordinate cilindriche la decomposizione spettrale nella 
direzione azimutale si presenta come una scelta quasi naturale. 
Si ricorda brevemente che per funzioni periodiche e a quadrato integrabile è 
sempre possibile scrivere la seguente formulazione: 
 
Im( , , , ) ( , , )mmf x r t F x r t e
θθ +∞
=−∞
= ∑                                                           (3.2.a) 
 
che se applicata alle equazioni di bilancio prima introdotte conduce,dopo 
alcuni passaggi al seguente sistema equivalente: 
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ImIm Im( ) Im 0
mm m
m
rV eU e W e
x r r r
θθ θ+∞
=−∞
∂∂
+ + =
∂ ∂∑
                                            (3.2.b) 
 
Im Im
Im Im
Im
2 2
Im Im Im
2 2
1 1 Im
1 1
Re
m m k k
m m k
m k k m k k
m k m k
m
m
m m m
m m m
U e U U e
t x
r V U e W U e
r r r
P e
x
m
r U e U e U e
r r r x r
θ θ
θ θ
θ
θ θ θ
+∞ +∞ +∞
−
=−∞ =−∞ =−∞
+∞ +∞ +∞ +∞
− −
=−∞ =−∞ =−∞ =−∞
+∞
=−∞
+∞ +∞ +∞
=−∞ =−∞ =−∞
∂ ∂  +  ∂ ∂
∂    + + + +
   ∂
∂
+ =
∂
 ∂ ∂ ∂
+ −
∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑
∑ ∑ ∑

  

       (3.2.c) 
 
Im Im
Im Im
Im Im
2
Im
2
1 1 Im
1
1 1
Re
m m k k
m m k
m k k m k k
m k m k
m k k m
m k m
m m
m
V e U V e
t x
r V V e W V e
r r r
I W W e P e
r r
rV e V
r r r x
θ θ
θ θ
θ θ
θ
+∞ +∞ +∞
−
=−∞ =−∞ =−∞
+∞ +∞ +∞ +∞
− −
=−∞ =−∞ =−∞ =−∞
+∞ +∞ +∞
−
=−∞ =−∞ =−∞
+∞
=−∞
∂ ∂  + +
 ∂ ∂
∂    +   ∂
∂ 
− + =  ∂
∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ Im
2
Im Im
2 2
1 2
Re
m
m m
m m
e
m mIV e W e
r r
θ
θ θ
+∞
=−∞
+∞ +∞
=−∞ =−∞
 
+  
 
 
+ − −  
 
∑
∑ ∑
               (3.2.d) 
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Im Im
Im Im
Im
2
Im Im
2
1 1 Im
1 Im
1 1
Re
m m k k
m m k
m k k m k k
m k m k
m
m k k
m k
m m
m m
W e U W e
t x
r V W e W W e
r r r
PV W e
r r
rW e W e
r r r x
θ θ
θ θ
θ
θ θ
+∞ +∞ +∞
−
=−∞ =−∞ =−∞
+∞ +∞ +∞ +∞
− −
=−∞ =−∞ =−∞ =−∞
+∞ +∞
−
=−∞ =−∞
+∞ +∞
=−∞ =−∞
∂ ∂  + +
 ∂ ∂
∂    + +   ∂
 + + = 
∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑
2
Im Im
2 2
1 2
Re
m m
m m
m mIV e V e
r r
θ θ
+∞ +∞
=−∞ =−∞
 
+  
 
 
+ − +  
 
∑ ∑
           (3.2.e) 
 
 
In cui le equazioni hanno come variabili non più i campi di velocità e 
pressione ma i coefficienti della serie di Fourier in cui questi campi sono stati 
decomposti. 
Si noti come i termini convettivi non lineari accoppiano di fatto tutti i modi di 
Fourier; è sempre possibile pero’ decomporre il sistema di partenza in sistemi 
in cui le variabili sono i singoli modi di Fourier: 
 
 
( ) Im 0
mm mrVU W
x r r r
∂∂
+ + =
∂ ∂
                                                                          (3.2.f) 
 
2
2
2 2
Im
1 1
Re
m
m k k m k k
k k
m
m k k
k
m m m
U U U r V U
t x r r
PU W
r x
U U U
r m
r r r x r
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
+∞
−
=−∞
∂ ∂ ∂   + + +   ∂ ∂ ∂
∂ + + =  ∂
 ∂ ∂ ∂
+ −  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
∑                                (3.2.h) 
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2
2
2 2 2
Im 1
( )1 1 2
Re
m
m k k m k k
k k
m
m k k m k k
k k
m m m m
V U V r V V
t x r r
PW V W W
r r r
rV V V W
m mI
r r r x r r
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
∂ ∂ ∂   + + +   ∂ ∂ ∂
∂   + − + =
    ∂
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
∑ ∑                                    
(3.2.i) 
 
 
2
2
2 2 2
Im 1 Im
( )1 1 2
Re
m
m k k m k k
k k
m
m k k m k k
k k
m m m m
W U W r V W
t x r r
PW W V W
r r r
rW W W V
m mI
r r r x r r
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
∂ ∂ ∂   + + +   ∂ ∂ ∂
   + + =   
 ∂∂ ∂
= + − +  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
∑ ∑                                 (3.2.l) 
 
 e questa risulterà una formulazione  adatta alla successiva discretizzazione 
ibrida alle differenze finite e spettrale (descritta nell’Appendice C) e soluzione 
delle equazioni per via numerica. 
 
 
 3.3 Comportamento delle equazioni di Navier-Stokes 3D sull’asse 
 
Le equazioni introdotte in 3.1 presentano nel sistema di coordinate in cui sono 
derivate (riferimento cilindrico) una singolarità per 0r = così come già 
osservato nel paragrafo 1.3 per le equazioni di Navier-Stokes nel limite di 
assialssimmetria. 
Rimandando al paragrafo 1.3 per approfondimenti in merito al 
comportamento delle variabili ,siano esse pari o dispari, in prossimità dell’asse 
di simmetria si applicano qui direttamente i risultati estendendoli al caso 
tridimensionale più generale. 
Le equazioni sull’asse saranno quindi qui derivate per i modi azimutali 
corrispondenti ai numeri d’onda 0,1, 2m = poiché per 2m ≥  lo sviluppo è il 
medesimo e può essere parametrizzato in m . 
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Si ricorda che  per le equazioni di Navier-Stokes, questi sviluppi permettono 
di descrivere in prossimità dell’asse (e sull’asse in particolare ) le variabili 
u,v,w,p attraverso delle potenze di ""r ; in particolare le compomenti di 
velocità v e w sono dispari (Odd) mentre la componente di velocità u e la 
pressione sono pari (Even). 
 
2 Im
,
0
( , , , ) m nm n
m n
u r x t r r e θθ α
+∞ ∞
=−∞ =
 
=  
  
∑ ∑                                                    (3.3.a) 
 
1 2 Im 2 1
, 0,
1 0 1
( , , , ) m n nm n n
m n n
v r x t r r e rθθ β β
∞ ∞ ∞
−
−
= = =
   
= +   
      
∑ ∑ ∑                          (3.3.b) 
 
1 2 Im 2 1
, 0,
1 0 1
( , , , ) m n nm n n
m n n
w r x t r r e rθθ γ γ
∞ ∞ ∞
−
−
= = =
   
= +   
      
∑ ∑ ∑                          (3.3.c) 
 
2 Im
,
0
( , , , ) m nm n
m n
p r x t r r e θθ δ
+∞ ∞
=−∞ =
 
=  
  
∑ ∑                                                    (3.3.d) 
 
Queste espressioni sostituite nelle equazioni di quantità di moto e di 
continuità derivate nella sezione 3.3 permettono di scrivere tali equazioni 
anche nel punto di singolarità chiudendo di fatto il sistema e permettendone il 
calcolo. 
 
3.3.1 Modo m=0 
 
Le equazioni sull’asse nel caso di 0m =  sono ottenute ripercorrendo 
esattamente la stessa procedura utilizzata nel flusso base nel paragrafo 1.4. 
Esse sono nel caso tridimensionale: 
 
00 ( ) 0rVU
x r r
∂∂
+ =
∂ ∂
                                                                                      (3.3.e) 
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0 0
0 2 0
2
1 1
Re
k k k k
k k
U PU U r V U
t x r r x
U U
r
r r r x
+∞ +∞
− − −
=−∞ =−∞
∂ ∂ ∂ ∂   + + + =
   ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂
+  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
                           
(3.3.f) 
 
 
0
00 2 0
2
( )1 1 1
Re
k k k k
k k
k k
k
V U V r V V
t x r r
rVP VW W
r r r r r x
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
+∞
−
=−∞
∂ ∂ ∂   + + +
   ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ 
− + = +    ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
∑
                               (3.3.g) 
 
 
0
0 2 0
2
( )1 1 1
Re
k k k k
k k
k k
k
W U W r V W
t x r r
rW WV W
r r r r x
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
+∞
−
=−∞
∂ ∂ ∂   + + +   ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ + = +    ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
∑
                                    (3.3.h) 
 
 
Bisogna osservare pero’ che i termini convettivi sono del tipo: 
 
k k
k
U W
x
+∞
−
=−∞
∂  
 ∂ ∑  
 
dove si osserva come vi sia una sommatoria sull’indice k ; effettuando questi 
prodotti si trascureranno quelli che presentano potenze di r positive ( sono 
termini che tendono a zero molto rapidamente per 0r → e possono essere 
trascurati). 
Operando le sostituzioni e trascurando direttamente gli infinitesimi di ordine 
superiore si ottiene: 
 
- equazione di continuità: 
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0
0,0 2( )....U O r
x x
α∂∂
= +
∂ ∂
                                                                         
0
2
0,0
1 2 ( )......rV O r
r r
β∂ = +
∂
                                                                        
 
e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 
02 0,0
0,0
=+
∂
∂ βα
x
                                                                                (3.3.i) 
 
 
- per l’equazione di quantità di moto assiale  si ha: 
 
 
0
0,0 2( )........U O r
t t
α∂∂
= +
∂ ∂
                                                                          
 
2
0,0 22 ( )k k
k
U U O r
x x
α+∞
−
=−∞
∂∂
= +
∂ ∂∑                                                               
 
2
0,0 0,0 1,0 1,0 1,0 1,0
1 2 2 2 ( ).....k k
k
rU V O r
r r
α β α β α β
+∞
−
− −
=−∞
∂
= + + +
∂ ∑                
 
0
0,0 2( )...P O r
x x
δ∂∂
= +
∂ ∂
                                                                               
 
22 0
0,0 2
2 2
1 1 ( )......
Re Re
U O r
x x
α ∂ ∂
 = +    ∂ ∂   
                                                    
 
0
0,141 1
Re Re
U
r
r r r
α ∂ ∂
=  ∂ ∂ 
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e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 
2
0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 1,0 1,0 1,0 1,0
2
0,0
0,1 2
2 2 2
1 4
Re
t x x
x
α α δ
α β α β α β
α
α
− −
∂ ∂ ∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂
 ∂
 = +
 ∂ 
                   (3.3.l) 
 
 
 
- per l’equazione di quantità di moto radiale infine  si ha: 
 
 
0
0,0 2( )........rV O r
t t
β∂∂
= +
∂ ∂
                                                                          
 
- termini convettivi : 
2
0,0 0,0 1,0 1,0 1,0 1,0 ( ).....k k
k
U V r r r O r
x
α β α β α β
+∞
−
− −
=−∞
∂
= + + +
∂ ∑                        
1,0 1,0 2
0,0 0,0
1 3 2 ( ).....k k
k
V V r O r
r r r
β ββ β
+∞
−
−
=−∞
∂
= + +
∂ ∑                                    
1,0 1,0 2
0,0 0,0
1 2 ( ).....k k
k
W W r O r
r r
γ γ
γ γ
+∞
−
−
=−∞
− = − − +∑                                      
dove si può dimostrare, ricordando che 
, ,
I m 0m o m oβ γ+ =  per 0m > , 
che 
1,0 1,0 1,0 1,02 2 0
r r
β β γ γ
− −
+ − =  non incorrendo ,quindi, in singolarità. 
 
termini viscosi:  
 
2 2 32 0
0,0 0,0
2 2 2
1 1
Re Re
rV
x x x
β β ∂ ∂ ∂
 = +    ∂ ∂ ∂   
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( )0 0,1( )1 1 1 8Re Re
rV
r r r
β ∂∂ =  ∂ ∂ 
                                                                   
 
trascurando le potenze di r superiori alla prima e dividendo per r si ottiene: 
 
( )
2
0,0 0,02
0,0 0,0 1,0 1,0 1,0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,1 2
13 8
Ret x
β β
α β α β α β β β δ β
− −
 ∂ ∂
 + + + + − = +
 ∂ ∂ 
  (3.3.m) 
 
 
Anche in questo caso i  valori dei coefficienti nmnmnmnm ,,,, ,,, δγβα  sono 
calcolati in modo che il polinomio passi per i punti in cui i valori di velocità e 
pressione sono discretizzate (non riportati per brevità). 
Vale la pena osservare che nel processo di discretizzazione nell’ipotesi di 
collocare nel nodo della greglia   la velocità tangenziale essa risulti esattamente 
zero sull’asse in accordo con la espansione in potenze di r e quindi non è 
necessario scrivere l’equazione di quantità di moto tangenziale sull’asse.  
 
3.3.2 Modo m=1  
 
Si analizza ora il caso in qui le equazioni della perturbazione sono 
particolarizzate e risolte  per il modo azimutale 1=m ; le equazioni si 
ottengono sostituendo semplicemente al generico numero d’onda m il valore 
1. 
Osservando le espansioni polinomiali si osserva subito come la componente 
1U  sia nulla sull’asse, così come la pressione. 
Resta da stabilire quindi il comportamento di 1 1,V W in prossimità dell’asse di 
simmetria e per stabilire ciò sono sufficienti due equazioni e in particolar 
modo l’equazione di continuità e di bilancio di quantità di moto radiale. 
Dall’equazione di continuità  
 
11 1( ) I 0rVU W
x r r r
∂∂
+ + =
∂ ∂
                                                                              (3.3.n) 
 
 
 infatti si ottinene subito infatti: 
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3 2 2
1,0 1,1 1,0 1,1 1,0 1,1( ) ( 3 ) Im( ) 0r r r r
x r r
α α β β γ γ∂ + + +
+ + =
∂
                
 
1,0 1,12 2 2 4
1,0 1,0 1,1 1,1
( ) ( )
Im 3 Im 0r r r r
x x
α αβ γ β γ ∂ ∂+ + + + + =
∂ ∂
           
 
e per 0r →   le potenze di r rpossono essere trascurate ottenendo: 
 
1,0 1,0 0Iβ γ+ =                                                                                         (3.3.o) 
 
 
che di fatto lega univocamente le due grandezze 1 1,V W  in esame a meno di 
errori dell’ordine di 2( )O r . 
L’equazione di bilancio radiale: 
 
 
 
1
1 1 1
11 2 1
1
2 2 2
Im
( )1 1 1 2
Re
k k k k k k
k k k
m m
k k
k
V U V r V V W V
t x r r r
rVP V V WW W I
r r r r r x r r
+∞ +∞ +∞
− − −
=−∞ =−∞ =−∞
+∞
−
=−∞
∂ ∂ ∂     + + + +
     ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂ ∂ 
− + = + − −    ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ ∑
∑
       (3.3.p) 
 
 
può così essere approssimata nei suoi diversi termini: 
 
- derivata temporale 
 
1
1,0V
t t
β∂∂
=
∂ ∂
                                                                                            
 
-termini viscosi 
 
1 2 1 1 1
2 2 2
( )1 1 2
Re
rV V V WI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
+ − − =  ∂ ∂ ∂ 
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2 2
1,1 1,0 1,0 1,02
1,1 2 2 2 2
2 21 3
Re
equazione di continuità
I
r
x x r r
β β β γβ
 
 ∂ ∂ −
 = + + + −
 ∂ ∂
 
 

                           
 
22 2
1,0
1,12 2 2 2 2
( )1 1 2 1 3
Re Re
rv v v w
r r r x r r x
ββ
θ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
 + + − = +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
               
 
- gradiente radiale di pressione: 
 
1,0
p
r
δ∂ =
∂
                                                                                                  
 
- termini convettivi: 
 
( )1 1,0 0,0 0,0 1,0 ..... 0k k
k
U V r r
x x
α β α β
+∞
−
=−∞
∂ ∂
= + + ≈
∂ ∂∑                                                                            
 
1
1,0 0,0
1 4 ....k k
k
rV V
r r
β β
+∞
−
=−∞
∂
= +
∂ ∑                                                             
 
1
0,0 1,0 1,0 0,0
I
.......
k k
k
V W I I
r
β γ β γ
+∞
−
=−∞
= + +∑                                                 
 
1
0,0 1,0
1 2 .......k k
k
W W I
r
γ γ
+∞
−
=−∞
− = +∑  
L’equazione trascurando ancora una volta le potenze di r per 0→r assume 
infine l’espressione: 
 
2
1,0 1,0
1,0 0,0 0,0 1,0 1,0 1,1 2
13 3
Ret x
β ββ β γ γ δ β ∂ ∂ + − + = +
 ∂ ∂ 
                               (3.3.r) 
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Le due equazioni scritte ora sono le uniche due necessarie sull’asse 
poiché la componente assiale di velocità e la pressione sono,come si ricorda, 
nulle sull’asse. 
Le equazioni derivate permettono , una volta che si sono ricavati i valori dei 
coefficienti dei polinomi, di chiudere il problema e di calcolare il valore della 
velocità tangenziale e radiale sull’asse per il modo uno. 
 
 
 
3.3.3 Modi m>1 
 
Per i modi successivi a quelli con numeri d’onda zero ed uno 
l’approssimazione sull’asse risulta essere molto più agevole: difatti le 
espressioni polinomiali in questo caso restituiscono valori nulli per tutti i 
coefficienti delle  componenti sia di velocità che di pressione. 
Si conserva però che la sola equazione di bilancio radiale ènecessaria poiché 
su una griglia staggered come sarà applicata nel nostro caso (vedere 
Appendice C) la componente di velocità radiale è sfalsata di mezzo passo di 
discretizzazione rispetto l’asse e quindi il suo valore non è nullo ma va 
calcolato. 
Preliminarmente si ottiene un’espressione anche per l’equazione di continuità, 
necessaria per poter operare alcune semplificazioni nell’equazione di bilancio 
radiale.Sostituendo i polinomi nell’equazione si ottiene quindi: 
 
2 2
2
2
0
0
m m mm
m m
m
m
m m
r m r I m r
x
r
r I
xm
α β β
α β β
− −
−
+ + =
∂
 
+ + = ∂ 
                                                                       
 
e infine,trascurando le potenze d’ordine superiore si ottiene ancora la 
relazione: 
 
Im 0m mβ γ+ =                                                                                       (3.3.s) 
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Per un generico modo m l’equazione di bilancio radiale è invece la seguente: 
   
2
2
2 2 2
Im 1
( )1 1 2
Re
m
m k k m k k
k k
m
m k k m k k
k k
m m m m
V U V r V V
t x r r
PW V W W
r r r
rV V V W
m mI
r r r x r r
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
+∞ +∞
− −
=−∞ =−∞
∂ ∂ ∂   + + +   ∂ ∂ ∂
∂   + − + =
    ∂
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑
∑ ∑                                    (3.3.t) 
 
 
L’equazione trascurando ancora una volta le potenze di r per 0r → e 
ricordando la relazione fra i 
,0mβ e ,0mγ  fornita dall’equazione di continuità 
per 0m ≠ assume infine l’espressione: 
 
,0
,0 ,0 ,0 0,0 0,0 ,0
2
,0
,0 0,0 ,0 0,0 ,0 2
( ) 2( 1) Im
1Im 2
Re
m
m k m m m
m k
m
m m m
m
t x
m
x
β
α β β β β γ
ββ γ γ γ δ
+∞ +∞
−
=−∞ =−∞
∂ ∂
+ + + + +
∂ ∂
 ∂
 + − + =
 ∂ 
∑ ∑
         (3.3.u) 
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3.4 Risultati 
 
In questo paragrafo si riportano i risultati ottenuti per il caso in cui Re=26 
mostrando dapprima una vista tridimensionale delle linee di corrente,poi  le 
linee di corrente nel piano r-x ottenute  per passare infine ad una 
visualizzazione circonferenziale dall’alto per 0x = (superficie libera). 
Il calcolo è stato condotto secondo le modalità descritte nell’appendice a 
questo capitolo (Appendice C) utilizzando una griglia cartesiana non uniforme 
ed  utilizzando 100 punti nella direzione radiale , 70 in quella assiale e 16 modi 
azimutali. 
 
La Fig3.6 in particolare offre una visione completa del flusso  3D mostrando 
un insieme di linee di corrente che in accordo con la distribuzione di velocità 
assegnata sul contorno laterale introducono una deformazione nel flusso 
chiaramente visibile. 
 
La Fig.3.5 mostra invece un insieme di linee di corrente originate alla stessa 
altezza 0x =  ed è qui evidente la presenza dei due piani di simmetria che il 
flusso in esame conserva. 
Il fluido entra in accordo con la distrbuzione radiale di velocità di Fig3.3 e 
risulta massimo per pi/2 e 3/2pi.     
 
La fig.3.4 riporta invece le linee di corrente in uno dei piani di simmetria (in 
particolare quello con ingresso radiale massimo. 
 
 
 
Fig.3.4 .Linee di corrente nel piano rx −  
],0[,],0[ HxRr ∈∈  and  2/3,2/ piθpiθ ==  
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Fig.3.5 Top view of streamlines at x=0 in the polar θ−r  plane 
for Re=26. 
 
 
 
                                     
Fig 3.6 Vista assonometrica delle linee di corrente per  Re=26 
],0[,],0[,]2/,0[ HxRr ∈∈∈ piθ  
  
Capitolo 4 
 
 
Stabilità lineare del vortice a geometria non 
assialsimmetrica 
 
 
 
 
 
In questo capitolo si vogliono  approfondire le proprietà di stabilità lineare del 
vortice a geometria non assialsimmetrica  descritto nel terzo capitolo al fine di 
comprendere se la nuova configurazione comporti,al crescere del numero di 
Reynolds, l’insorgenza dell’instabilità e la genesi,quindi, del moto di rotazione 
evidenziato nelle prove sperimentali.  
Il primo passo consiste nel derivare le equazioni linearizzate di Navier-Stokes 
al fine di studiare la risposta del sistema alle piccole perturbazioni. Le 
equazioni sono quindi decomposte spettralmente  nella direzione tangenziale 
ripercorrendo esattamente lo sviluppo compiuto sulle equazioni del flusso 
base nel capitolo terzo; la dipendenza del campo di moto del flusso base dalla 
variabile θ  non consente di disaccoppiare in questo caso  i modi di Fourier 
come avveniva nello studio della stabilità lineare di un flusso assialsimmetrico 
(capitolo 2) il che non comporta la possibilità d’utilizzo della tecnica dei modi 
ortonormali  e dell’evidente vantaggio che ne deriva all’atto della soluzione   
 (si intende con dipendenza da tutte e tre le coordinate spaziali, θ nello 
specifico e non solo da r ed x) non permette pero’ di ricorrere alla tecnica dei 
modi ortonormali descritta nel capitolo 2 con i facilmente intuibili guadagni in 
tempo di calcolo. 
 La decomposizione attraverso la serie di Fourier permetterà quindi in questo 
caso unicamente di rendere più efficiente la soluzione numerica del sistema 
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anche se si è riusciti attraverso la decomposizione spettrale ad evidenziare 
un’importante proprietà di simmetria del sistema (descritta in calce 
all’appendice D) i modi azimutali con numero d’onda pari sono disaccoppiati 
da quelli dispari. 
Ciò permette inoltre di velocizzare la soluzione del sistema linearizzato 
studiando separatamente la risposta alle piccole perturbazioni dei modi pari e 
dei dispari. 
 
4.1 Equazioni linearizzate di Navier-Stokes 
 
In questo paragrafo si derivano le equazioni linearizzate di Navier-Stokes in 
coordinate cilindriche.  
La linearizzazione delle equazioni complete di Navier-Stokes è ottenuta 
decomponendo la soluzione in un flusso stazionario, detto flusso base ed 
indicato con il pedice b ed una parte instazionaria ( vδ  e pδ ) : 
 
bv v vδ= +   bp p pδ= +                                                                          (4.1.a)                                                 
 
 e sostituendo le espressioni ora introdotte nelle equazioni (3.1.a), 
(3.1.b),(3.1.c), (3.1.d) ottenute nel capitolo precedente si ottiene: 
 
( )( ) 0b b bu rv wrvu w
x r r r x r r rϑ ϑ
∂ ∂ ∂∂∂ ∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                              (4.1.b) 
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1 1
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b b b b
b b b b
b b b b b
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t t x x x
ru v r uv ru vr u v
r r r r r r r r
u w uw u w pu w p
r r r r x x
u u
r
r r r x
δδ δδ
δ δ δ δ
δ δ δ δ δ
θ θ θ θ
δ δ
∂ ∂ ∂∂   ∂
+ + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂∂ 
+ + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   
+ + + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂
= +
∂ ∂ ∂
2 2
2 2 2 2 2 2
1 1
Re
b b bu u uu r
r r rr x r
δ
θ θ
   ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + +     ∂ ∂∂ ∂ ∂   
      (4.1.b) 
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 ∂ ∂ ∂ ∂∂
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(4.1.d) 
 
 in cui se si trascurano gli infinitesimi di ordine superiore (prodotti quadratici 
delle perturbazioni del tipo vuδδ  e simili ,che se infinitesimi possono essere 
trascurati) e si sottrae il flusso medio alle equazioni si ottiene  il sistema 
lineare: 
 
( ) 0rvu w
x r r r ϑ
∂∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂
                                                                           (4.1.e) 
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2 2 2
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
                   (4.1.f) 
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                     (4.1.h) 
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             (4.1.i) 
. 
La chiusura del problema differenziale è ottenuta indicando condizioni al 
contorno omogenee: 
 
- sui contorni solidi :     0u v wδ δ δ= = =  per [0, 0.5]r R ed x= ∈          (4.1.l) 
- sulla superficie libera:    0w v u
x x
δ δ δ∂ ∂= = =
∂ ∂
                                      (4.1.m) 
- nel foro d’uscita:            0w v p
x x
δ δ δ∂ ∂= = =
∂ ∂
                                      (4.1.n) 
 
 
 
4.2 Decomposizione spettrale in direzione circonferenziale delle 
equazioni linearizzate di Navier-Stokes 
 
Le equazioni linearizzate  derivate nel paragrafo precedente similmente al 
flusso base calcolato nel terzo capitolo presentano una dipendenza azimutale 
che suggerisce una rappresentazione spettrale in questa direzione. 
Così come per il flusso base questa rappresentazione risulta efficiente ed è 
spesso utilizzata in letteratura per affrontare la discretizzazione e la successiva 
soluzione numerica del sistema. 
Ancora una volta le componenti di perturbazione (così come si è operato per 
il flusso base nel capitolo 3) risultano quindi esprimibili nella forma:                                          
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(4.2.a) 
 
e sostituendo le espressioni all’interno delle equazioni linearizzate si giunge a 
una formulazione che permette di esprimere il sistema  di partenza attraverso 
la formulazione equivalente:  
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(4.2.d) 
 
Come è facile osservare gli esponenziali 
θIm
e possono essere elisi e le 
equazioni riscritte per ogni m: 
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dove  ] : [k ∈ − ∞ +∞  
In questo caso però a differenza della stabilità lineare del problema 
assialsimmetrico i  modi restano tutti accoppiati a causa della non linearità dei 
termini convettivi e alla dipendenza del flusso base dalla variabile θ . 
 
4.3 Singolarità delle equazioni di Navier-Stokes sull’asse 
 
In questa sezione si analizzerà il comportamento delle equazioni di Navier-
Stokes linearizzate in prossimità dell’asse di simmetria: queste equazioni, 
infatti,  se scritte in un riferimento polare presentano, come nel caso del flusso 
base analizzato precedentemente, una singolarità sull’asse 0r =  che non 
permette la scrittura qualora il dominio abbracci l’asse. 
Si osserverà come le espressioni delle equazioni sull’asse risultano più 
complesse per i modi m=0 e m=1 mentre per i modi successivi si puo’ 
parametrizzare in funzione di m l’andamento delle equazioni sull’ asse. 
 
4.3.1 Modo m=0 
 
Le equazioni sull’asse nel caso di m=0 sono ottenute ripercorrendo 
esattamente la stessa procedura utilizzata nel flusso base nel paragrafo 3.4; si 
introducono quindi sia per la perturbazione  che per il flusso base le 
espressioni delle variabili: 
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e applicando le approssimazioni ora introdotte alle equazioni: 
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Bisogna osservare pero’ che i termini convettivi sono del tipo: 
 
k k
b
k
U W
x
+∞
−
=−∞
∂  
 ∂ ∑  
 
dove si osserva anche in questo caso una sommatoria sull’indice k ; 
effettuando questi prodotti si trascureranno similmente a quanto operato 
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precedentemente quelli che presentano potenze di r positive ( sono termini 
che tendono a zero molto rapidamente per 0r → e possono essere trascurati). 
Operando le sostituzioni e trascurando direttamente gli infinitesimi di ordine 
superiore si ottiene: 
 
- equazione di continuità: 
 
0
0,0 2( )....U O r
x x
α∂∂
= +
∂ ∂
                                                                         
0
2
0,0
( )1 2 ( )......rV O r
r r
β∂ = +
∂
                                                                        
 
e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
 
02 0,0
0,0
=+
∂
∂ βα
x
                                                                              (4.3.g)                                     
 
- per l’equazione di quantità di moto assiale  si ha: 
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e trascurando per 0→r  le potenze di r  si ottiene l’equazione: 
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- per l’equazione di quantità di moto radiale infine  si ha: 
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- termini convettivi : 
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dove si può dimostrare, ricordando che 
, ,
I m 0m o m oβ γ+ =  per 0m > , 
che 
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b b
r r
β β γ γ
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termini viscosi:  
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trascurando le potenze di r superiori alla prima e dividendo per r si ottiene: 
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Anche in questo caso i  valori dei coefficienti nmnmnmnm ,,,, ,,, δγβα  sono 
calcolati in modo che il polinomio passi per i punti in cui i valori di velocità e 
pressione sono discretizzate (non riportati per brevità). 
Vale la pena osservare che nel processo di discretizzazione nell’ipotesi di 
collocare nel nodo della greglia   la velocità tangenziale essa risulti esattamente 
zero sull’asse in accordo con la espansione in potenze di r e quindi non è 
necessario scrivere l’equazione di quantità di moto tangenziale sull’asse.  
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4.3.2 Modo m=1  
 
Si analizza ora il caso in qui le equazioni della perturbazione sono 
particolarizzate e risolte  per il modo azimutale 1=m ; le equazioni si 
ottengono sostituendo semplicemente al generico numero d’onda m il valore 
1.Osservando le espansioni polinomiali si osserva subito come la componente 
1U  sia nulla sull’asse, così come la pressione. 
Resta da stabilire quindi il comportamento di 1 1,V W in prossimità dell’asse di 
simmetria e per stabilire ciò sono sufficienti due equazioni e in particolar 
modo l’equazione di continuità e di bilancio di quantità di moto radiale. 
Dall’equazione di continuità  
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                                                                               (4..3.l) 
 
 infatti si ottinene subito infatti: 
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∂ ∂
           
 
e per 0r →   le potenze di r possono essere trascurate ottenendo: 
 
1,0 1,0 0Iβ γ+ =                                                                                        (4.3.m) 
 
che di fatto lega univocamente le due grandezze 1 1,V W  in esame a meno di 
errori dell’ordine di 2( )O r . 
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L’equazione di bilancio radiale: 
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può così essere approssimata nei suoi diversi termini: 
 
- derivata temporale 
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-termini viscosi 
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- gradiente radiale di pressione: 
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- termini convettivi: 
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L’equazione trascurando ancora una volta le potenze di r per 0→r assume 
infine l’espressione: 
 
( )1,0 1,0 0,0 1,0 0,0 1,0 0,0 1,0 0,0 0,0 1,0
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     (4..3.o)       
 
Le due equazioni scritte ora sono le uniche due necessarie sull’asse poiché la 
componente assiale di velocità e la pressione sono,come si ricorda, nulle 
sull’asse. 
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Le equazioni derivate permettono , una volta che si sono ricavati i valori dei 
coefficienti dei polinomi, di chiudere il problema e di calcolare il valore della 
velocità tangenziale e radiale sull’asse per il modo uno. 
 
3.3.3 Modi m>1 
 
Per i modi successivi a quelli con numeri d’onda zero ed uno 
l’approssimazione sull’asse risulta essere molto più agevole: difatti le 
espressioni polinomiali in questo caso restituiscono valori nulli per tutti i 
coefficienti delle  componenti sia di velocità che di pressione. 
Si conserva però che la sola equazione di bilancio radiale ènecessaria poiché 
su una griglia staggered come sarà applicata nel nostro caso (vedere 
Appendice C) la componente di velocità radiale è sfalsata di mezzo passo di 
discretizzazione rispetto l’asse e quindi il suo valore non è nullo ma va 
calcolato. 
Preliminarmente si ottiene un’espressione anche per l’equazione di continuità, 
necessaria per poter operare alcune semplificazioni nell’equazione di bilancio 
radiale.Sostituendo i polinomi nell’equazione si ottiene quindi: 
 
2 2
2
2
0
0
m m mm
m m
m
m
m m
r m r I m r
x
r
r I
xm
α β β
α β β
− −
−
+ + =
∂
 
+ + = ∂ 
                                                                       
 
e infine,trascurando le potenze d’ordine superiore si ottiene ancora la 
relazione: 
 
Im 0m mβ γ+ =                                                                                       (4..3.p)                                  
 
Per un generico modo m l’equazione di bilancio radiale è invece la seguente: 
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L’equazione trascurando ancora una volta le potenze di r per 0r → e 
ricordando la relazione fra i 
,0mβ e ,0mγ  fornita dall’equazione di continuità 
per 0m ≠ assume infine l’espressione: 
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4.4 Risultati  
 
Le equazioni introdotte nei capitoli precedenti sono state risolte 
numericamente (con procedura analoga a quella seguita per la soluzione del 
flusso base  descritta in appendice C) nell’intervallo Re [0 : 28]∈ . 
La Fig.4.1 mostra la variazione dell’autovalore meno stabile: nel caso descritto 
in questo lavoro si è osservato infatti come esso sia un numero reale e, come 
puo’ essere facilmente osservato λ  è una funzione crescente del numero di 
Reynolds per bassi valori di Re il flusso base è stabile mentre per  valori 
superiori a Rec≈26.5 l’autovalore è positivo e il sistema quindi è instabile. 
Quindi Rec rappresenta il valore di Reynolds al quale si presenta la prima 
biforcazione. 
Questo risultato evidenzia eloquentemente come nell’ipotesi di considerare un 
flusso con ingresso non assialsimmetrico si incontri una instabilità e in 
particolare il tipo di instabilità introdotta è tale da introdurre una rotazione 
netta nel flusso in esame,rotazione che di fatto rappresenta la genesi del 
vortice che si era ricercata nei capitoli 1 e 2 per il caso assialsimmetrico e che è 
evidenziata dai lavori sperimentali sia giapponese [2] che da quello descritto 
nel capitolo 5 di questo lavoro. 
 
Fig4.1 Andamento dell’autovalore meno stabile al crescere di Reynolds nell’intervallo 
Re [19, 28]∈  
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Si è riportato nei due grafici seguenti (rispettivamente vista frontale e 
assonometrica) il modulo dell’autofunzione correlata all’autovalore meno 
stabile; osservando la scala cromatica si evidenzia come il modo possegga un 
massimo (rosso) in prossimità del foro d’uscita. 
 
 
Fig4.2 Modulo dell’autofunzione per Re 26∈ :vista frontale 
 
 
Fig4.3 Modulo dell’autofunzione per Re 26∈ :vista assonometrica 
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Fig4.4 Coefficiente 0( , )m mW r x =  della componente tangenziale dell’ autofunzione per 
Re 26∈ :vista assonometria e dettaglio delle isosuperfici 
 
 
Fig.4.5 Coefficiente 0( , )m mW r x =  della componente tangenziale dell’ autofunzione 
per Re 26∈ :vista in pianta con isocontorni  
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Si è infine estratto dal modo attraverso la serie di Fourier il coefficiente 
0( , )m mW r x =  della componente tangenziale di perturbazione che risulta   
rappresentata negli ultimi due grafici (Fig.4.4 e Fig 4.5) 
Questa componente è importante perché indica come l’instabilità ottenuta 
abbia una componente tangenziale netta che rappresenta a tutti gli effetti la 
nascita del moto di rotazione ricercata ed evidenziata nelle prove sperimentali. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
Capitolo 5 
 
Esperimento 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5.1 Introduzione 
 
In questo capitolo è descritto l’apparato sperimentale che è stato realizzato 
presso l’istituto di meccanica dei fluidi di Tolosa (IMFT). 
L’esperimento permette di analizzare l’evoluzione del fluido in un recipiente di 
forma cilindrica e con due ingressi permeabili laterali in un geometria similare 
a quella scelta per le simulazioni numeriche condotte nei capitoli precedenti 
prendendo come spunto l’esperimento giapponese di Kawakubo ampiamente 
descritto nell’introduzione. I risultati ottenuti permettono di valutare più 
approfonditamente le caratteristiche del flusso e sono un’importante termine 
di confronto con le simulazioni numeriche precedentemente condotte. 
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5.2 Descrizione del set-up sperimentale 
 
L’analisi sperimentale è stata condotta attraverso la realizzazione di un set-up 
sperimentale composto in estrema sintesi da tre diversi ambienti tra di loro 
collegati: 
- nucleo; 
-ambiente esterno; 
- camera di alimentazione.  
 
Il nucleo dell’esperimento è infatti composto da un cilindro cavo sulle 
superfici laterali del quale sono state praticate due aperture simmetriche allo 
scopo di permettere l’ingresso del fluido senza introdurre una rotazione nel 
fluido stesso. 
Al fine di evitare di introdurre attraverso gli  ingressi della vorticità 
indesiderata si è realizzato un filtro bi-strato composto da due maglie 
metalliche di differente finezza; un filtro  a maglie larghe (la dimensione del 
lato di una maglia è di circa 2mm) si è resa necessaria per sostenerne una più 
fine che ha l’effettiva funzione di regolarizzare il flusso in ingresso in modo da 
preservare la froma cilindrica anche in corrispondenza delle  aperture, cosa 
che non sarebbe stata altrimenti possibile nel caso si fosse utilizzato il solo 
filtro “sottile” che è costituito appunto da una maglia metallica molto 
deformabile il cui lato medio di una maglia è circa 30 micron. 
La corretta tenuta del filtro sui bordi è garantita da un sottile strato di silicone 
che impedisce al flusso l’ingresso nella camera interna attraverso piccole 
infiltrazioni. 
Questo particolare risulta molto importante poiché l’eventuale presenza di 
soffiature all’interno del filtro introduce forti asimmetrie nelle conizioni in 
ingresso e vorticità indesiderata. 
Il flusso in ingresso è quindi drenato attraverso un foro posto sul fondo in 
posizione simmetrica. 
Nelle figure seguenti è rappresentato lo schema del nucleo dell’esperimento 
attraverso un’immagine e quindi di una fotografia. 
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Fig.5.1 Vista assonometria del nucleo dell’esperimento sono chiaramente visibili le 
aperture (identiche) laterali sulle quali sono poi posti i filtri e che permettono 
l’ingresso del fluido all’interno del cilindro. 
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Il nucleo dell’esperimento è quindi contenuto in un secondo ambiente 
(indicato con il numero 2 nella immagine seguente) con la forma di un 
parallelepipedo cavo che ha lo scopo di permettere l’alimentazione costante 
del fluido attraverso gli ingressi. 
L’alimentazione continua è ottenuta mediante una terza camera (indicata con 
3) d’alimentazione in cui il fluido  converge attraverso due ingressi collegati 
con un serbatoio (7) , posto sul fondo dell’esperimento, una portata d’acqua il 
cui valore puo’ essere facilmente regolato. 
Quest’ultima camera e l’ambiente descritto precedentemente sono a loro volta 
suddivisi da un filtro della stessa natura di quello utilizzato per filtrare 
l’ingresso del fluido nel nucleo dell’esperimento. 
Al fine di evitare che la portata in ingresso introduca vibrazioni indesiderate  
i getti in ingresso sono convogliati attraverso un cilindro (4) provvisto di 
numerosi piccoli fori posto in posizione orizzontale sul fondo della camera di 
alimentazione e ricoperto di materiale spugnoso al fine di migliorare 
ulteriormente l’effetto di smorzamento delle perturbazioni che si introducono 
a causa del moto indotto dalla pompa. 
Per regolare il livello del fluido è inserito un condotto (5) lungo la direzione 
verticale che può essere regolato a diverse altezze fissando di fatto il livello 
desiderato e riconvogliando al serbatoio il fluido in eccesso. 
La regolazione della portata in uscita dal cilindro (nucleo) attraverso il canale 
di drenaggio (6) è ottenuta mediante una valvola d’interdizione non riportata 
per semplicità nello schema ma visibile in fotografia Fig.5.5 ,alla quale è stato 
aggiunto un regolatore di fino della portata. 
La regolazione della portata in ingresso avviene mediante l’uso combinato di 
due vavole poste nel condotto di alimentazione della camera di alimentazione 
e  attraverso appunto il condotto regolabile descritto in precedenza. 
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Fig.5.2 Vista dall’alto del nucleo cilindrico (fotografia) in cui è evidente sia il sistema di 
filtri presente sugli ingressi che il foro di drenaggio. 
 
 
 
Fig.5.3 Fotografia del nucleo cilindrico e della camera esterna che provvede al 
mantenimento del livello di fluido prefissato. 
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Fig 5.4 L’apparato sperimentale consta delle seguenti parti: 
1) nucleo cilindrico 
2) camera esterna di alimentazione 
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3) camera di alimentazione in cui è convogliato attraverso un tubo poroso il 
flusso proveniente dal serbatoio (7) 
4) tubo in PVC forato ricoperto di materiale spugnoso per l’ingresso del fluido; 
la particolare scelta limita l’introduzione di vibrazioni indesiderate 
5) condotto in PVC : la regolazione mediante traslazione verticale permette di 
fissare il livello di fluido presente nel recipiente. 
6) Condotto di drenaggio, termina con una valvola di interdizione mostrata in 
fotografia. 
 
 
 
 
 
Fig.5.5 In questa fotografia è rappresentato il doppio sistema di interdizione e 
regolazione della portata del condotto d’uscita: il leveraggio in rosso comandal 
‘apertura-chisura del condotto mentre il regolatore inserito a valle permette una 
regolazione accurata della portata. 
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5.3 Metodologia di misura 
 
L’instabilità si manifesta con la comparsa di una rotazione netta all’interno del 
recipiente cilindrico (la comparsa di um mulinello in pratica) e la misura 
dell’intensità di questa rotazione è stata qui valutata mediante le seguenti 
tecniche di visualizzazione: 
 
- per iniezione di colorante   
 
 - velocità di rivoluzione di un piccolo (15mm di diametro) disco posto sulla 
superficie libera con il centro posto in corrispondenza dell’asse di simmetria 
del vortice. 
 
Mediante l’ausilio di una video camera (Fig 5.6) posizionata in modo da 
fornire  una vista in pianta del nucleo cilindrico si è stimata la velocità angolare 
in prossimità dell’asse del vortice e  se ne sono effettuate diverse misure al 
variare della portata. 
 
Sebbene entrambi i meccanismi di misura permettano abbastanza agevolmente 
di calcolare la velocità di rotazione quando il flusso è in zona super-critica 
l’utilizzo del disco è stato preferito all’iniezione di colorante nel caso di lente 
rotazioni (in prossimità del punto critico) risultando più precisa del seguire 
l’evoluzione della traccia di inchiostro la cui velocità  di affondamento nel 
fluido era più elevata di quella di rotazione; vale la pena infatti notarcele la 
velocità di rotazione fissato un punto nel piano orizzontale varia man mano 
che ci si cambia l’altezza alla quale si misura il valore (il che è naturale, essendo 
il flusso tridimensionale)  da qui l’idea di misurare la velocità di rivoluzione del 
disco sulla superficie del fluido. 
Con la stessa metodologia,  fissata un valore della portata si è stati in grado di 
calcolare anche l’evoluzione temporale della perturbazione caratterizzandone 
la crescita esponenziale iniziale, la successiva saturazione e il raggiungimento 
di uno stato stazionario. 
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Fig.5.6 La fotografia  illustra il posizionamento della videocamera utilizzata per  
compiere la serie di misure per il calcolo della velocità angolare di rotazione del 
vortice. 
 
 
 
 
 
5.4 Analisi dei  risultati 
 
Le prove sperimentali sono state condotte fissando un livello H di fluido nel 
recipiente pari a 50H mm= mentre il raggio del cilindro è 
100R mm= e quello del foro d’uscita 0 10R mm= . 
La geometria scelta è tale da riprodurre quella utilizzata nelle simulazioni 
numeriche dei capitoli precedenti. 
All’aumentare del numero di Reynolds (il che è equivalente ad aumentare la 
portata una volta fissata la geometria e le proprietà del fluido) si osserva la 
genesi di un moto di rotazione all’interno del dominio. 
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Nel grafico seguente è riportata quindi al crescere della portata il valore a 
regime della velocità angolare in prossimità dell’asse di rotazione del vortice: 
 
 
 
Fig.5.7 Grafico di stabilità: in ordinate è riportata la velocità angolare in prossimità 
dell’asse di rotazione del vortice in funzione della portata volumetrica. 
 
 
Il verso di rotazione è antiorario e si può osservare come i risultati ottenuti 
attraverso due serie differenti di misurazioni sovrapposte siano in buon 
accordo con l’andamento teorico previsto che è appunto proporzionale alla 
radice quadrata della portata. 
E’ importante osservare come il valore critico della portata non sia 
precisamente determinato ma compaia una piccola velocità di rotazione non 
nulla già prima che la biforcazione vera e propria sia presente. 
La ragione va ricercata in piccole disuniformità di diversa natura che sono 
presenti inevitabilmente nell’esperimento e che sono assenti nella 
modellazione teorica. 
Le cause principali di asimmetria possono essere dovute a: 
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- non omogeneità dei filtri 
 
- piccoli difetti di fabbricazione  
 
- non perfetta orizzontalità del recipiente contenente il nucleo cilindrico 
 
- presenza di una rotazione nella zona esterna al nucleo. 
 
La presenza di impurità e di microrganismi (in genere piccole alghe) nel fluido 
porta all’otturazione parziale dei filtri dopo un tempo più o meno breve; al 
fenomeno va aggiunta la possibilità che bolle d’aria restino intrappolate nella 
maglia costituente il filtro contribuendo a creare disuniformità nel flusso in 
ingresso. 
Gli inconvenienti possono essere in parte superati attraverso una pulizia e una 
spazzolatura energica dei filtri anche se dopo un certo numero di ore di 
utilizzo è consigliata una sostituzione. 
Come già accennato in precedenza la perfetta tenuta degli stessi è importante 
poiché la presenza di soffiature in essi determina ulteriori asimmetrie nel 
flusso in ingresso. 
 
Altre fonti di asimmetrie possono riscontrarsi a causa di una non perfetta 
fabbricazione dell’apparato sperimentale; in particolare molto sensibile risulta 
il nucleo cilindrico che se non perfettamente circolare e se con ingessi non 
simmetrici o di dimensioni differenti comporta effetti indesiderati sul flusso 
oggetto di studio. 
 
Si è osservato durante la fase di calibratura dell’esperimento che la non 
perfetta orizzontalità dello stesso ( si parla di dislivelli di 1-2mm al massimo 
fra il livello di fluido su due dei lati del recipiente esterno parallelepipedico) 
comporta un’asimmetria abbastanza marcata dell’asse del vortice che risulta 
fortemente disassato (deviazioni rispetto l’asse di simmetria sono state 
misurate nell’ordine degli 8-10mm prima di ottenere un giusto 
posizionamento del contenitore di plexiglass). 
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Infine la scelta, in fase di progettazione, di una sola camera di alimentazione 
ha avuto l’inconveniente di introdurre una rotazione del fluido nella zona 
esterna al nucleo, rotazione che puo’ essere invertita e/o limitata nell’intensità 
ma che è difficile annullare del tutto. 
Le asimmetrie involontariamente introdotte e ora elencate hanno difatti 
introdotto un verso di rotazione preferenziale che viene “naturalmente” scelto 
dal fluido. 
A valle di una sostituzione dei filtri, operata per limitare alcuni dei problemi 
descritti in precedenza si è difatti ottenuta involontariamente un’inversione 
della rotazione nel flusso probabilmente dovuta all’aver modificato alcune 
delle asimmetrie precedentemente introdotte. 
Si è quindi ricondotta una serie di misure valutando ancora una volta la 
velocità angolare di rotazione della zona centrale del vortice in questa nuova 
configurazione. 
I risultati ottenuti sono riportati in questo nuovo diagramma in cui nel ramo 
con velocità angolare negativa sono riportati i nuovi risultati, che sono stati 
confrontati con quelli ottenuti precedentemente (rotazione positiva). 
 
 
Fig.5.8 Grafico di stabilità: in ordinate è riportata la velocità angolare in prossimità 
dell’asse di rotazione del vortice in funzione della portata volumetrica. 
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Al crescere del numero di Reynolds (portata) l’effetto di questa asimmetria 
tende ad essere meno importante e   perturbando opportunamente il sistema 
imprimendo un senso di rotazione opposto si è in grado di ottenere una 
rotazione che si mantiene stabile nel verso opposto al precedente. 
In base ai risultati riportati nel grafico precedente si può stimare che la 
instabilità si presenti per una portata di circa 0, 007 /Q l s= che, in termini 
adimensionali, per un fluido come l’acqua e per un’altezza del fluido di circa 
50H mm=  si traduce in un numero di Reynolds di circa: 
 
Re 21
2c
Q
vHpi
= ≃  
 
Il risultato è in buon accordo con i risultati ottenuti dalle simulazioni nei 
capitoli 3 e 4 in cui si otteneva un Re 27c ≈ . 
Le differenze con le simulazioni numeriche sono da ricercarsi in una differente 
geometria dell’ingresso che nelle simulazioni vede una variazione delle 
condizioni in ingresso più dolce lungo la direzione azimutale mentre risulta 
costante con l’altezza. 
Nell’esperimento invece la velocità di ingresso misurata in prossimità della 
superficie libera esattamente al centro dell’apertura da cui entra il fluido è circa 
la metà di quella che su puo’ misurare nelle vicinanze del fondo, inoltre la 
presenza di una finestre di ingresso del fluido ben delimitata introduce a 
differenza della simulazione numerica ulteriori differenze. 
E’ quindi ragionevole pensare che le differenze ottenute nei risultati siano 
legate all’utilizzo di differenti condizioni al contorno fra simulazioni ed 
esperimento. 
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Una tabella dei risultati ottenuti è quindi riportata qui di seguito: 
 
Q l/s Reynolds 1 giro in 1/giro 
0,006623 21,09082 102 0,009804
0,00813 25,89198 80 0,0125
0,009174 29,21755 65 0,015385
0,010101 32,16882 45 0,022222
0,010989 34,99685 38 0,026316
0,0125 39,80892 32 0,03125
0,014493 46,15527 27 0,037037
0,016393 52,20842 25 0,04
0,022222 70,77141 20 0,05
        
0,006098 19,41898 110 0,009091
0,006711 21,37392 99 0,010101
0,007576 24,12662 82 0,012195
0,008696 27,69316 70 0,014286
0,009524 30,3306 68 0,014706
0,010204 32,49708 48 0,020833
0,011364 36,18992 36 0,027778
0,012346 39,31745 34 0,029412
0,013514 43,03667 30 0,033333
0,015152 48,25323 27 0,037037
0,017544 55,87216 23 0,043478
0,025 79,61783 18 0,055556
    
0,00625 19,90446 115 -0,0087
0,006667 21,23142 108 -0,00926
0,007246 23,07763 94 -0,01064
0,008264 26,31995 70 -0,01429
0,009259 29,48809 62 -0,01613
0,01 31,84713 49 -0,02041
0,010989 34,99685 40 -0,025
0,012048 38,37004 37 -0,02703
0,013514 43,03667 28 -0,03571
0,014925 47,53304 26 -0,03846
0,018182 57,90388 20 -0,05
0,021739 69,2329 17 -0,05882
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Si riporta un fotogramma che mostra una vista dall’alto del recipiente 
cilindrico e in cui è stato iniettato del colorante al fine di visualizzare la spirale 
che mostra la presenza del vortice: 
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Fig.5.9 La fotografia  mostra la  presenza del vortice nella zona interna del nucleo 
cilindrico, per evidenziare maggiormente la traccia di colorante si è ottenuto anche il 
negativo della prima immagine. 
 
 
Un’ulteriore verifica che è stata condotta è stato il calcolare il tempo 
necessario affinché la perturbazione cresca e tenda a saturare (regime 
stazionario in questo caso). 
 
Per due diversi valori della portata, rispettivamente: 
 
0.012 /
0.025 /
Q l s
Q l s
=
=
 
 
si sono riportati gli andamenti nel tempo della velocità angolare in prossimità 
dell’asse di simmetria: 
 
Fig.5.10 Evoluzione temporale della perturbazione per 0.012 /Q l s= ; in ordinate è 
riportata l’evoluzione della velocità angolare in prossimità dell’asse di rotazione. 
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Fig.5.11 Evoluzione temporale della perturbazione per 0.025 /Q l s= ; in ordinate è 
riportata l’evoluzione della velocità angolare in prossimità dell’asse di rotazione. 
 
 
Se i due grafici precedenti sono combinati e si introduce una doppia scala 
logaritmica si ottiene il seguente grafico in cui risulta evidente come 
raddoppiando la portata il tempo per giungere a saturazione diventa circa la 
metà. 
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Fig.5.12 11 Evoluzione temporale della perturbazione per 0.012 /Q l s= (b) e 
0.025 /Q l s= (a) ;in scala doppio logaritmica in ordinate è riportata l’evoluzione 
della velocità angolare in prossimità dell’asse di rotazione e in ascisse il tempo. 
Si osserva che lo stato stazionario è ottenuto in metà del tempo se si raddoppia la 
portata. 
 Conclusioni 
 
 
In questo lavoro si è studiata numericamente e sperimentalmente la 
formazione di vortici a superficie libera, approfondendo l’ipotesi che 
l’insorgenza del fenomeno sia dovuta a un’instabilità fluidodinamica. 
 
Nei primi due capitoli si è condotta un’analisi di stabilità lineare nell’ipotesi di 
flusso assialsimmetrico  i cui risultati, in accordo con quelli ottenuti da autori 
spagnoli [2,3], mostrano come il flusso sia asintoticamente stabile nel campo 
di numeri di Reynolds Re [0 : 30]∈  in cui si è condotta l’indagine. 
 
Nel terzo e quarto capitolo basandosi sull’esperimento condotto dal prof. 
Kawakubo[1], l’indagine è stata estesa a flussi con una geometria dell’ingresso 
non assialsimmetrica. 
Per una geometria simile a quella dell’esperimento [1], in cui il flusso possiede 
non un asse bensì un piano di simmetria, si è condotta un’analisi di stabilità 
lineare che ha questa volta mostrato come per Rec≈26.7 il flusso presenti 
un’instabilità che innesca un moto di rotazione nel fluido. 
 
Il risultato delle simulazioni sembra confermare che, sotto opportune 
condizioni in ingresso, la nascita di vortici sia quindi legata ad una instabilità 
fluidodinamica. 
 
L’analisi sperimentale, condotta presso l’Istituto di Meccanica dei Fluidi di 
Tolosa(IMFT), descritta nel quinto capitolo,è consistita nel progetto e la 
realizzazione di un esperimento che riproduce la geometria cilindrica scelta per 
le simulazioni. 
Anche l’indagine sperimentale ha evidenziato la formazione di un vortice per   
Rec≈22 ed il risultato è in buon accordo con quelli ottenuti dalle simulazioni 
numeriche. Le piccole differenze fra i valori del numero di Reynolds critico 
ottenuto fra l’indagine numerica e quella sperimentale  possono essere 
attribuite a condizioni d’ingresso del fluido lievemente differenti nei due casi. 
 
  
In conclusione i risultati sperimentali concordano con quelli numerici 
nell’avvalorare la tesi che i mulinelli possano essere generati da fenomeni di 
instabilità. 
Alla luce dei risultati qui ottenuti si deduce che se il flusso risulta instabile per 
certi valori della portata  gli accorgimenti classici per la soppressione dei 
vortici non risultano più sufficienti poiché anche in condizioni di simmetria si 
può riscontrare la nascita di un moto rotatorio legato non all’accumulo di 
vorticità bensì ad  un’instabilità. 
Infatti nelle centrali idroelettriche il progetto del bacino, l’orientamento ed il 
posizionamento delle condotte è di norma condotto con  l’obiettivo principale 
di  controllare e al limite sopprimere le strutture vorticose agendo sulla 
geometria del bacino e dei vari elementi che compongono la diga ed in 
particolare spesso si ricorre a deviatori e raddrizzatori di flusso con lo scopo di 
ridurre le asimmetrie del flusso che approccia la zona del condotto di 
drenaggio.  
E’ opportuno invece che il progetto sia integrato da un’analisi che stabilisca 
per quali valori dei parametri (tipicamente la portata attraverso la condotta 
forzata e la geometria d’ingresso del fluido) anche in presenza di meccanismi 
di raddrizzamento dello stesso, si  vada incontro ad instabilità. 
 
Lo studio qui presentato costituisce la prima conferma tramite simulazione ed 
esperimento condotti in condizioni paragonabili di come un’instabilità 
fluidodinamica conduca alla formazione di un mulinello ed è inoltre  una  base 
per successive  indagini mirate a stabilire più in dettaglio l’effetto che 
l’instabilità gioca nel meccanismo di formazione dei vortici.   
Un primo aspetto che merita di essere approfondito è quello di valutare 
l’incidenza che hanno sulla comparsa del moto di rotazione di variabili quali la 
geometria dell’ingresso del fluido, il rapporto di forma  e sotto quali 
condizioni esse ritardano o favoriscono la formazione del vortice. 
Un secondo campo d’indagine si individua nella modellazione, e nella analisi 
di stabilità, di vortici in cui la superficie libera  è di forma più generale. 
Questa tipologia di vortici è infatti spesso riscontrata in problemi di carattere 
pratico e la relazione che intercorre fra il campo di velocità del vortice e la 
forma della sua superficie rappresenta un ulteriore dato importante in fase di 
progetto. 
  
Appendice A 
 
Note sulla soluzione numerica del vortice 
assialsimmetrico  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A.1  Introduzione 
 
Il problema differenziale retto dalla equazioni di Navier-Stokes   ottenuto nel 
paragrafo 1.2 rappresenta un sistema di quattro equazioni differenziali alle 
derivate parziali  non lineari ( dove la non linearità è dovuta ai  termini 
convettivi presenti nelle tre equazioni di quantità di moto) alle quali si 
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aggiungono, per chiudere il problema, le condizioni al contorno e sulla 
superficie libera derivate ed illustrate  in precedenza. 
La soluzione in forma chiusa (analitica) delle equazioni o dei sistemi di  
differenziali non lineari  (nello specifico le equazioni di Navier-Stokes) non è 
immediata (spesso impossibile) da determinare, a parte in alcuni problemi in 
cui fortuitamente in cui particolari condizioni di simmetria permettono di 
semplificare il problema. 
La soluzione numerica attraverso una vasta gamma di approcci/metodologie 
(Elementi Finiti, Differenze Finite,Volumi Finiti ecc.) consente di superare il 
limite precedente e fornisce la soluzione di equazioni differenziali complesse, 
anche non lineari, su domini di forma piu’ generale  e con condizioni al 
contorno generiche (nel caso della fluidodinamica condizioni al contorno 
tipicamente complesse sono quelle che si ottengono dalla descrizione della 
superficie libera, quando essa è presente)  . 
In letteratura la soluzione delle equazioni di Navier-Stokes instazionarie ed 
incomprimibili (è questo il caso qui in esame) è tipicamente affrontata 
attraverso due approcci: 
 
I) il primo consiste nella linearizzazione e successiva soluzione (ad esempio 
attraverso un metodo di Newton di ricerca degli zeri)  delle equazioni ottenute 
ed ha come limiti il grande consumo di RAM dovuto all’immagazzinamento di 
matrici (lo jacobiano del problema linearizzato) la cui dimensione diventa 
rapidamente molto importante in problemi che si affrontano nella pratica 
ingengeristica ed inoltre,spesso, la convergenza verso risultato dipende, al 
crescere  del numero di Reynolds al tentativo iniziale scelto per l’iterazione. 
 
II) Il secondo metodo, usato in questo lavoro e descritto nel dettaglio nel 
seguito di questo capitolo è comunemente detto di “correzione della 
pressione” ed è sostanzialmente ,nella forma più semplice, composto di tre 
distinti steps per ogni passo nel tempo. Il primo passo consiste nel calcolare un 
campo provvisorio di velocità ottenuto esplicitamente dalle equazioni di 
quantità di moto nelle quali non è presente il termine di pressione. Ottenuto il 
campo intermedio di velocità si impone attraverso l’equazione di continuità la 
solenoidalità del campo ed è calcolata in questo stadio la pressione; la 
sostituzione delle equazioni discretizzate di quantità di moto nell’equazione di 
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continuità porta infatti dopo alcuni passaggi ad un’equazione di Poisson per la 
pressione con particolari condizioni al contorno. Ottenuta, dall’equazione di 
continuità, la pressione il campo di velocità è infine aggiornato e si ottiene a 
valle di questo terzo passo il campo di velocità all’istante successivo. La 
procedura è reiterata fino al raggiungimento dello stato stazionario, che in 
genere è il risultato più importante per poter poi svolgere uno studio di 
stabilità lineare. La tecnica di risoluzione scelta si basa sul trattamento delle 
derivate in direzione assiale e radiale attraverso un  metodo alle differenze 
finite centrali scritte per griglie cartesiane strutturate ma non uniformi sia nella 
direzione assiale che radiale. 
Nei successivi paragrafi  si procederà quindi dapprima a derivare le equazioni 
di Navier -Stokes nella forma discreta utilizzando differenze finite centrali del 
secondo ordine ottenute su una griglia staggered. 
La scelta di una griglia staggered nella soluzione delle equazioni in variabili 
primitive (u,v,w,p) rappresenta una scelta obbligata poiché l’utilizzo di variabili 
co-locate non permette la soluzione univoca del laplaciano di pressione che 
presenta due diverse soluzioni discrete. 
L’introduzione di variabili sfalsate permette invece una corretta valutazione 
del laplaciano e la scrittura di equazioni di bilancio discrete  più compatte e la 
scrittura agevole delle condizioni al contorno. 
 
A.2 Discretizzazione in direzione radiale e assiale: differenze finite 
 
In questo paragrafo le equazioni di Navier-Stokes e le condizioni al contorno 
sono quindi discretizzate lungo le due direzioni spaziali x ed r e nel tempo. La 
discretizzazione è condotta attraverso formule alle differenze centrate accurate 
al secondo ordine e scritte per una griglia non uniforme e staggered in cui le 
variabili p e w sono collocate nei nodi della griglia mentre le variabili u e v 
sono sfalsate di mezzo passo. 
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Fig.A.1 Particolare di una mesh di calcolo e disposizione delle variabili staggered; la 
direzione in cui sono crescenti gli indici i è quella radiale mentre in direzione delle j 
crescenti si ha la direzione assiale 
 
 
Occorre ora derivare le espressioni per le derivate prima e seconda per una 
mesh non uniforme; 
A tale scopo, presi i valori della funzione f in tre punti consecutivi 
11 ,, −+ iii xxx  si possono scrivere le espansioni in serie di Taylor: 
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raggruppando e ponendo ''f  in evidenza si ottiene 
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e quindi l’espressione finale per la derivata seconda:  
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=
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i
xxxxxx
xxfxxfxxff                          (A.2.a) 
 
mentre la derivata prima conserva  una forma più semplice: 
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A.2.1 Equazione di continuità 
 
L’equazione  0)( =
∂
∂
+
∂
∂
rr
rv
x
u
 è discretizzata utilizzando i quattro valori della 
velocità rappresentati nella griglia sottostante: 
 
 
 
Fig.A.2 Griglia di calcolo con i  valori della velocità utilizzati per la discretizzazione 
dell’equazione di continuità, che risulta centrata nel nodo contrassegnato dal quadrato 
rosso 
 
dove i singoli termini dell’equazione sono discretizzati come segue utilizzando 
la formula per la derivata prima: 
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L’equazione di continuità a valle della discretizzazione effettuata assume 
quindi la formulazione seguente: 
, 1 , 1/ 2 , 1/ 2 1,
1 1 1 1
0
22
new new new new
i j i j i i j i i j
j j i i
i
u u r v r v
x x r r
r
− + − −
+ − + −
− −
+ =
− −   
       
                                        (A.2.c) 
Come si puo’ notare con l’indice new si è rappresentato l’indice della 
discretizzazione temporale ed è altresì facile osservare come l’equazione di 
continuità non presentando derivate temporali contenga valori discreti di 
velocità tutti al passo new. 
 
A.2.2 Equazione di quantità di modo in direzione assiale  
 
Si discretizzano in questa sezione e nelle successive le tre equazioni scalari di 
quantità di moto che presentano rispetto all’equazione di continuità (che è 
lineare) dei termini non lineari (convettivi) che sono più complessi da 
discretizzate e che comportano per altro maggiori difficoltà nella soluzione del 
sistema algebrico risultante dalla discretizzazione che è non lineare..La tecnica 
della correzione di pressione, come si vedrà nel seguito, permette attraverso 
un metodo di avanzamento esplicito nel tempo per il campo di velocità di 
calcolare tali termini utilizzando il campo  di velocità all’istante di tempo 
precedente e di calcolarlo quindi come un termine noto, scavalcando così il 
problema legato alla non linearità delle equazioni di Navier-Stokes. 
L’equazione di bilancio di quantità di moto assiale (1.1) è per comodità cosi’ 
riscritta: 
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                                                                   (A.2.d) 
 
ed quindi discretizzata nei suoi diversi termini utilizzando i punti riportati nella  
mesh di calcolo di Fg (A.3): 
 
 
 
 
Fig.A.3 griglia di calcolo con i  valori della velocità utilizzati per la discretizzazione 
dell’equazione di quantità di moto assiale, che risulta centrata nel nodo contrassegnato 
dal quadrato rosso 
 
 
La derivata temporale è discretizzata mediante una formula di Eulero in avanti 
nel tempo: 
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con l’indice new si è indicato il campo di velocità incognito all’istante n+1 
mentre per l’ istante n non si sono utilizzati pedici per una maggiore pulizia 
formale delle equazioni: 
 
- termine temporale: 
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t
u
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                                                                              (A.2.e)                         
 
- termini convettivi: 
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- termini viscosi:  
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- gradiente di pressione: 
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A.2.3 Equazione di quantità di modo in direzione  radiale 
 
Similmente alla procedura seguita nella sezione precedente in questa si 
discretezza l’equazione di quantità di moto radiale: 
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                                                                  (A.2.i) 
 
ed quindi discretizzata nei suoi diversi termini utilizzando i punti riportati nella  
mesh di calcolo di Fg (,): 
 
 
 
Fig. A.4 Griglia di calcolo con i  valori della velocità utilizzati per la discretizzazione 
dell’equazione di quantità di moto radiale, che risulta centrata nel nodo contrassegnato 
dal quadrato rosso 
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- termine temporale: 
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- gradiente di pressione: 
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- termini convettivi: 
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- termini lineari: 
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A.2.4 Equazione di quantità di modo in direzione tangenziale 
 
In questa sezione si discretezza l’equazione di quantità di moto tangenziale 
chiudendo cosi’ il sistema; anche per questa equazione si segue la procedura 
precedentemente utilizzata per le altre due equazioni di quantità di moto. 
L’equazione è riscritta nella formulazione seguente: 
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e quindi discretizzata nei suoi diversi termini:  
 
- termine temporale: 
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,
, −
=
∂
∂
                                                                            (A.2.o)     
 
-termini convettivi: 
Appendice A                                                                                  178  
 
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( )
, 1 , , , 1
, , 1
1 1
1, , , 1,
1/ 2 , 1/ 2 ,
1 1
1, ,
,
1 1
2 2
2
2 2
2
2
2
i j i j i j i j
i j i j
j j
i j i j i j i j
i i j i i j
i i
i
i j i j
i j
i i
w w w w
u u
H
x x
w w w w
r v r v
r r
r
w w
v
r r
θ
+ −
−
+ −
+ −
+ −
+ −
+
+ −
   + +
   
−
   
   
≅ +
−
   + +
   
−
   
   + +
−
 +
 
 
 +
−
                      (A.2.p)   
            
termini lineari: 
 
( ) ( )1 1, , , 1 1,
1 1 1/ 2 1 1/ 2 1
1 , 1 1 , 1 1 1 ,
1 1 1 1
1 1 1
( ) ( ) ( )Re
2
( ) ( ) ( )2
Re ( )( )( )
i i j i i j i i j i i j
i i i i i i i i
j j i j j j i j j j i j
j j j j j j
r w r w r w r w
L
r r r r r r r r
x x w x x w x x w
x x x x x x
θ
+ + − −
+ − + + − −
− + + − + −
+ − + −
 
− −
 = − +
 −
− −
 
 − + − − −
+  
 
− − − 
(A.2.q) 
 
con 11/ 2 2
i i
i
r r
r
+
+
+ 
=  
 
                                                                      
 
Vale la pena osservare come in questa equazione grazie alla condizione di 
assial-simmetria non compaia il termine di pressione. 
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A.3 Soluzione numerica delle equazioni di Navier-Stokes 
 
 
Le equazioni discretizzate nel paragrafo precedente,  incluse quelle  sull’asse,  
costituiscono un sistema algebrico non lineare di cui si cerca ora la soluzione. 
La scelta, come descritto già in precedenza,  è ricaduta sul metodo della 
correzione di pressione che permette in questo caso di trattare molto 
agevolmente la non linearità (contenuta nei termini convettivi). 
 Il metodo costa sostanzialmente di tre passi che si susseguono ad ogni passo 
nel marching temporale: 
 
- calcolo di un campo provvisorio di velocità wvu ~,~,~   
 
- imposizione dell’equazione di continuità (soluzione del laplaciano discreto di 
pressione ed imposizione quindi della solenoidalità del campo di velocità) 
 
- aggiornamento delle velocità con la pressione ora calcolata 
 
Una particolare attenzione deve essere posta nel scrivere opportunamente le 
equazioni nel passo II) in prossimità del contorno (dove la pressione in genere 
non è data e va calcolata a posteriori). 
Riscritte le tre equazioni di quantità di moto nella forma compatta: 
  
( )
( )
, 1 ,
, , ,
1
new new
i j i j
new
i j i j i j
j j
p p
u dtu u
x x
+
+
−
= +
−
ɶ                                                  (A.3.a) 
 
( )
( )
1, ,
, , ,
1
new new
i j i j
new
i j i j i j
i i
p p
v dtv v
r r
+
+
−
= +
−
ɶ                                                   (A.3.b) 
 
jiji
new ww
,
,
~
=                                                                                        (A.3.c) 
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dove con  jiu ,
~  sono raggruppati tutti i termini convettivi e diffusivi 
dell’equazione di quantità di moto assiale e uno dei due termini della derivata 
temporale; tutto il termine jiu ,
~  è calcolato in modo esplicito utilizzando il 
campo di velocità al passo precedente nel tempo e il campo incognito è quello 
con apice new ; jiw ,
~ e 
m
jiv ,
~ nelle altre due equazioni di bilancio similmente 
riassumono l’insieme dei termini convettivi e lineari moltiplicati per il passo 
temporale. 
Si sostituiscono le tre espressioni (1.1), (1.1) e (1.1) nell’equazione di 
continuità discreta ottendendo, a valle di alcune semplici sostituzioni, un 
laplaciano a 5 punti discreto: 
 
 
( )
( )
( )
( )
, 1 , , , 1
, , 1
1 1
1 1
2
new new new new
i j i j i j i j
i j i j
j j j j
j j
p p p p
dtu dtu
x x x x
x x
+ −
−
+ +
+ −
− −
−
− −
+
− 
  
 
 
 
( )
( )
( )
( )
1, , , , 1
1/ 2 , 1/ 2 1,
1 1
1 1
2
new new new new
i j i j i j i j
i i j i i j
i i i i
i i
i
p p p p
r dtv r dtv
r r r r
r r
r
+ −
+ − −
+ −
+ −
− −
−
− −
=
− 
 
 
      (A.3.d) 
 
, , 1 1/ 2 , 1/ 2 1,
1 1 1 1
22
m m m m
i j i j i i j i i j
j j i i
i
u u r v r v
x x r r
r
− + − −
+ − + −
− −
= +
− −   
       
ɶ ɶ ɶ ɶ
                                                   
 
 
Nella seguente immagine è riportato il laplaciano di pressione che come si 
vede costituisce una stella con quattro vertici centrata nel punto 
,i jp   
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Fig.A.5 griglia di calcolo con i  valori della pressione utilizzati nell’equazione del 
laplaciano di pressione (equazione di continuità) e dei termini  jiu ,
~ , jiw ,
~ e jiv ,
~ . 
 
Come è facile osservare, la scrittura del laplaciano diventa problematica in 
prossimità del contorno dove sono richiesi dei punti di pressione che 
giacciono sul contorno; la pressione può essere assegnata solo su superfici 
libere del fluido  o come  condizioni di ingresso/uscita in alternativa ad una 
delle tre componenti di velocità (si ricorda che in un problema tridimensionale 
si devono fornire tre condizioni al contorno). La scrittura di tale laplaciano sul 
contorno deve tener conto del fatto che le velocità sono note; sui contorni 
fissi tipicamente sono nulle e per r=R va imposta la velocità radiale in ingresso 
(non omogenea). 
Ad esempio sul fondo del recipiente [ , ] 0.5r d R e x∈ =  l’equazione di 
continuità assume la forma: 
 
,1 ,0 1/ 2 ,1 1/ 2 1,1
1 1 1 1
0
22
i i i i i i
j j i i
i
u u r v r v
x x r r
r
+ − −
+ − + −
− −
+ =
− −   
       
                                                  (A.3.e) 
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Fig.A.6 Determinazione delle condizioni al contorno su parete solida nel caso di 
griglia staggered 
 
Se si scrive l’equazione di continuità nel punto ij ,0=  si ottiene subito: 
 
,0 , 1 1/ 2 ,0 1/ 2 1,0
,0 , 1
1 1 1 1
0
0 0
22
i i i i i i
i i
j j i i
i
u u r v r v
u u
x x r r
r
− + − −
−
+ − + −
=
− −
+ = → − =
− −   
        
 
 
se si suppone che la u, non definita sul contorno in questo caso ma a mezzo 
passo da esso abbia andamento lineare si ottiene: 
 
,0 , 1 0
2
i i
wall
u u
u
−
+
= =  
 
si ha un sistema di due equazioni nelle incognite 
,0 , 1,i iu u −  che è soddisfatto 
solo per 
 
,0 , 1i iu u −=                                                                                               (A.3.f) 
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L’equazione di continuità assume quindi la forma: 
 
,1 1/ 2 ,1 1/ 2 1,1
1 1 1 1
0
22
i i i i i
j j i i
i
u r v r v
x x r r
r
+ − −
+ − + −
−
+ =
− −   
       
                                                  (A.3.g) 
 
ed  il laplaciano di pressione assume la forma “ridotta” a quattro punti: 
 
( )
( )
( )
( )
( )
( )
, 1 , 1, ,
, 1/ 2 ,
1 1
1 1 1 1
, , 1
1/ 2 1,
1
1 1
, 1/ 2 ,
1 1
22
2
2
new new new newi j i j i j i j
i j i i j
j j i i
j j i i
i
new new
i j i j
i i j
i i
i i
i
i j i i j i
j j
p p p p
dtu r dtv
x x r r
x x r r
r
p p
r dtv
r r
r r
r
u r v r
x x
+ +
+
+ +
+ − + −
−
− −
−
+ −
+
+ −
−
−
−
−
+
− −   
       
−
−
−
− =
− 
 
 
−
+
− 
  
 
ɶ ɶ 1/ 2 1,
1 1
2
i j
i i
i
v
r r
r
− −
+ −− 
 
 
ɶ
                     (A.3.h) 
 
 
Fig.A.7 griglia di calcolo con i  valori della pressione utilizzati nell’equazione del 
laplaciano di pressione in prossimità del contorno (il fondo solido del recipiente in 
questo caso) 
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Operazioni analoghe sono condotte su tutti i lati del dominio e per le diverse 
condizioni al contorno di volta in volta imposte. 
 
 
A.4 Local time stepping LTS 
 
Nel paragrafo precedente quando si sono discretizzate le equazioni di quantità 
di moto il passo temporale non è rimasto costante con i e j, bensì per le tre 
equazioni si è scritto:
, , ,
, ,i j i j i jdtu dtv dtw . 
La motivazione di questa scelta risiede nella possibilità di accelerare la 
convergenza qualora si sia interessati alla soluzione stazionaria delle equazioni 
e non all’accuratezza della simulazione temporale. 
Le equazioni nella forma in cui sono state discretizzate presentano nella parte 
viscosa una limitazione sul passo temporale legata alla scelta di uno schema 
esplicito nel tempo; inoltre la particolare geometria del problema presenta forti 
accelerazioni del flusso in prossimità del condotto d’uscita e quindi comporta 
ulteriori problemi legati alla condizione CFL che scaturisce dai termini 
convettivi delle equazioni di Navier Stokes. 
 
In particolare la condizione viscosa si esprime come: 
 
( ) ( )
, ,
2 2
11
2 2
1
ReRe
i j i j
i ij j
dt dt
r rx x
−
−
+ <
−
−
                                                          (A.4.a) 
 
mentre quella CFL 
 
( ) ( )
, , , ,
11
2
1
i j i j i j i j
i ij j
dt u dt v
r rx x
−
−
+ <
−
−
                                                                     (A.4.b) 
 
 
Appendice A                                                                                  185                                                                                                 
 
Sebbene, come si può intuire, all’aumentare del numero di  Reynolds la 
condizione viscosa risulti meno limitante, la condizione CFL nel condotto 
d’uscita presenta una forte influenza. 
Tenendo conto di queste due limitazioni si può scegliere puntualmente nel 
dominio il passo temporale adeguato e ciò come già accennato si traduce in un 
drastico incremento della velocità di convergenza. 
 
  
Appendice B 
 
Note sulla soluzione numerica 
delle equazioni linearizzate del vortice 
assialsimmetrico 
 
 
 
 
 
 
B.1 Introduzione 
 
In questa seconda appendice si intende descrivere brevemente il processo di 
discretizzazione delle equazioni linearizzate introdotte nel capitolo 2. 
La dipendenza dalla coordinata azimutale è trattata attraverso decomposzione 
spettrale (serie di Fourier); questo rappresenta un approccio classico in 
letteratura nello studio della stabilità lineare di flussi assialsimmetrici. 
La dipendenza dalle coordinate radiale tangenziale e dalla variabile temporale è 
invece approssimato attraverso differenze finite del secondo ordine scritte per 
griglie cartesiane ma non uniformi. 
La particolare simmetria del problema (flusso base) permette di studiare 
indipendentemente i diversi modi azimutali della perturbazione e quindi una 
volta fissato il numero d’onda m si procede a tutti gli effetti alla soluzione di 
un problema bidimensionale nel piano x-r e la tecnica risolutiva utilizzata 
(metodo di correzione di pressione) è esattamente il medesimo descritto nella 
prima appendice e non è quindi qui ritrattato soffermandosi quindi solo alla 
stesura delle equazioni discretizzate. 
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B.2 Discretizzazione in direzione tangenziale: la serie di Fourier 
 
La discretizzazione in direzione circonferenziale consistequindi , una volta 
scelta la rappresentazione spettrale delle equazioni per la dipendenza dalla 
variabile θ nel paragrafo 2.2 , nel troncare la serie di Fourier ad un certo 
numero d’onda ottenendo la soluzione con l’accuratezza desiderata: 
 
Im Im( , , , ) ( , , ) ( , , )Mm mm m Mf x r t F x r t e F x r t e
θ θθ +∞ +
=−∞ =−
= →≈∑ ∑                 (B.2.a)                   
 
con f generica funzione, mF coefficiente della serie in genere complesso ed  
M numero intero finito, ottenendo M sistemi lineari del tipo: 
 
( ) Im 0
mm mrVU W
x r r r
 ∂∂
+ + =  ∂ ∂ 
                                                              (B.2.b)                   
 
2
2
2 2
Im
2
1 1
Re
m m mm m
b b b b
m m m
u U rUv ru V u WU P
t x r r r r r x
U U U
r m
r r r x r
 ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂
=  + −    ∂ ∂ ∂  
                                  (B.2.c) 
 
Im
2
m m m mm m
b b b b bu V v U rVv ru V v WV P
t x x r r r r r r
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + + + + = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
2
2
2 2 2
( )1 1 2
Re
m m m mrV V V W
m mI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
= + − −  ∂ ∂ ∂ 
                                   (B.2.d) 
 
Im Im2
m mm m
b b bu W rv W v WW P
t x r r r r
 ∂ ∂∂
+ + + + = 
 ∂ ∂ ∂ 
                         
2
2
2 2 2
( )1 1 2
Re
m m m mrW W W V
m mI
r r r x r r
 ∂∂ ∂
= + − +  ∂ ∂ ∂ 
                                 (B.2.e) 
 
 
 
 
Appendice B                                                                                  189                                                         
 
B.3 Discretizzazione in direzione radiale e assiale: differenze finite 
 
Gli M+1 sistemi lineari devono essere discretizzati nelle variabili t,x,r.  
La discretizzazione è condotta ancora una volta attraverso formule alle 
differenze centrate accurate al secondo ordine e scritte per una griglia non 
uniforme e staggered in cui le variabili p e w sono collocate nei nodi della 
griglia mentre le variabili u e v sono sfalsate di mezzo passo esattamente come 
si è proceduto per la soluzione delle equazioni del flusso base. 
 
 
 
                  
 
 
FigB.1 Particolare di una mesh di calcolo e disposizione delle variabili staggered; la 
direzione in cui sono crescenti gli indici “i” è quella radiale mentre in direzione delle 
“j” crescenti si ha la direzione assiale. I valori del flusso base precedentemente 
calcolati giacciono negli stessi punti di griglia di quelli della perturbazione. 
 
 
B.3.1 Discretizzazione dell’equazione di continuità 
 
La prima equazione ad essere discretizzata è l’equazione di continuità che 
risulta centrata nel nodo della griglia (Fig B.2): 
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Fig.B.2 griglia di calcolo con i  valori dei coefficienti di fourier della velocità utilizzati 
per la discretizzazione dell’equazione di continuità, che risulta centrata nel nodo 
contrassegnato dal quadrato rosso 
 
i cui diversi termini sono:  
 
, 1 ,
1 1
2
m mm
i j i j
j j
U UU
x x x
−
+ −
−∂
≅
∂ − 
  
 
                                                                           
 
1/ 2 , 1/ 2 1,
1 1
( )
2
m mm
i i j i i j
i i
i
r V r VrV
r r r r
r
+ − −
+ −
−∂
≅
∂ − 
 
 
                     
                                      
,
ImIm mm i j
i
WW
r r
≅  
                                                                                
ottenendo quindi l’equazione di continuità discreta: 
 
, 1 , 1/ 2 , 1/ 2 1, ,
1 1 1 1
Im
22
m m m m m
i j i j i i j i i j i j
ij j i i
i
U U r V r V W
rx x r r
r
− + − −
+ − + −
− −
+ +
− −   
       
                               (B.3.a)                                       
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B.3.2 Discretizzazione dell’equazione di quantità di moto assiale 
 
Si procede ora alla discretizzazione dei diversi termini dell’equazione di 
bilancio di quantità di moto assiale (B.2.c) utilizzando i punti riportati nella 
mesh di calcolo nella figura sottostante: 
 
 
Fig.B.3 griglia di calcolo con i  valori della perturbazione della velocità utilizzati per la 
discretizzazione dell’equazione di quantità di moto assiale linearizzata, che risulta 
centrata nel nodo contrassegnato dal quadrato rosso 
 
La derivata temporale è discretizzata mediante una formula di Eulero in avanti 
nel tempo e con l’indice new si è indicato il campo di velocità incognito 
all’istante n+1 mentre per l’ istante n non si sono utilizzati pedici per una 
maggiore pulizia formale delle equazioni: 
 
-derivata temporale: 
 
, ,
,
new m mm
i j i j
i j
U UU
t dtu
∂ −∂
≅
∂
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-gradiente di pressione: 
 
( )
( )
, 1 ,
1
new m new m
m i j i j
j j
P PP
x x x
+
+
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≅
∂
−
                                                                           
 
-termini lineari: 
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  
 
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e con 
1( )
2
j j
j
x x
y +
+
=                                                                             
 
-termini convettivi: 
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 
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B.3.3 Discretizzazione dell’equazione di quantità di moto radiale 
 
Si procede similmente  alla discretizzazione dei diversi termini dell’equazione 
di bilancio di quantità di moto radiale (B.2.d) utilizzando i punti riportati nella 
mesh di calcolo nella figura sottostante: 
 
 
 
Fig.B.4 griglia di calcolo con i  valori della velocità utilizzati per la discretizzazione 
dell’equazione di quantità di moto radiale, che risulta centrata nel nodo contrassegnato 
dal quadrato rosso 
 
-derivata temporale: 
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-gradiente di pressione: 
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B.3.4 Discretizzazione dell’equazione di quantità di moto azimutale 
 
Si discretezza l’equazione  di bilancio di quantità di moto assiale (B.2.e) 
utilizzando i punti riportati nella mesh di calcolo seguente  
 
 
Fig B.5 griglia di calcolo con i  valori della velocità utilizzati per la discretizzazione 
dell’equazione di quantità di moto tangenziale, che risulta centrata nel nodo 
contrassegnato dal quadrato rosso 
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gradiente azimutale di pressione: 
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B.4 Soluzione numerica delle equazioni lineari 
 
la soluzione di questo sistema avviene in modo formalmente analogo a quanto 
avviene per la determinazione del flusso base (come descritto nell’Appendice 
A) e quindi non ci si soffermerà nuovamente nella descrizione del metodo di 
soluzione utilizzato. 
 Una volta, infatti,  che si è fissato quale dei modi della perturbazione risolvere 
(equivale a scegliere il valore di m [0,1,2….M])  la soluzione è quella di un 
sistema bidimensionale nel piano x-r in cui le incognite sono volta per volta 
ora i coefficienti delle espansioni in serie di Fourier delle variabili. 
Anche in questo caso si è quindi utilizzato un metodo di correzione di 
pressione e in particolare in ingresso al codice viene fornita la mesh e il campo 
di velocità precedentemente calcolati (flusso medio) 
 
  
  
 
Appendice C 
 
Note sulla soluzione numerica del vortice 
tridimensionale 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C.1 Introduzione 
 
Il problema differenziale ottenuto nel paragrafo 3.2 rappresenta un sistema di 
quattro equazioni differenziali alle derivate parziali  non lineari (la non linearità 
è dovuta ai  termini convettivi nelle equazioni di quantità di moto) alle quali si 
aggiungono, per chiudere il problema, le condizioni al contorno derivate in 
precedenza. 
La soluzione in forma chiusa (analitica) non si può ottenere e ciò spinge 
naturalmente a cercare per via numerica la soluzione al problema. 
La tecnica di risoluzione scelta si basa su un metodo ibrido alle differenze 
finite-spettale in cui le derivate in direzione assiale e radiale sono ottenute 
attraverso differenze finite mentre la dipendenza da teta è trattata attraverso la 
serie di Fourier. 
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C.2 Discretizzazione delle equazioni 
 
 
 
C.2.1 Discretizzazione in direzione tangenziale: la serie di Fourier 
 
In problemi in coordinate cilindriche la decomposizione spettrale nella 
direzione azimutale si presenta come una scelta quasi naturale ed è stata difatti 
già introdotta nel terzo capitolo. 
La discretizzazione in direzione circonferenziale consiste, una volta scelta la 
rappresentazione spettrale, nel troncare la serie di Fourier ad un certo numero 
d’onda ottenendo la soluzione con l’accuratezza desiderata: 
 
Im Im( , , , ) ( , , ) ( , , )Mm mm m Mf x r t F x r t e F x r t e
θ θθ +∞ +
=−∞ =−
= →≈∑ ∑  
 
con f generica funzione, mF coefficiente della serie in genere complesso ed  
M numero intero finito. 
Si otterranno quindi 2M+1 sistemi non lineari del tipo: 
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 fra di loro accoppiati anche se il calcolo può essere condotto sui soli sistemi 
con numeri d’onda positivi  ricordando che nell’ipotesi in cui le funzioni reali 
vale la relazione *m mF F −= dove con l’asterisco si è indicato il complesso 
coniugato. 
 
 
C.2.2 Discretizzazione in direzione radiale e assiale: differenze finite 
 
Gli 1M +  sistemi ottenuti nel paragrafo precedente devono essere discretizzati 
quindi<in , ,t x r . La discretizzazione è condotta attraverso formule alle 
differenze centrate accurate al secondo ordine e scritte per una griglia non 
uniforme e staggered in cui le variabili p e w sono collocate nei nodi della 
griglia mentre le variabili u e v sono sfalsate di mezzo passo esattamente come 
si è effettuato nell’appendice A per il caso assialsimmetrico e alla quale si 
rimanda per dettagli sulla derivazione delle formule alle differenze finite su 
griglie non uniformi. 
 
 
 
 
Fig. C.1 Particolare di una mesh di calcolo e disposizione delle variabili staggered; la 
direzione in cui sono crescenti gli indici i è quella radiale mentre in direzione delle j 
Appendice C                                                                                  202  
 
crescenti si ha la direzione assiale si osservi ora che a differenza del caso 
assialssimmetrico le variabili qui indicate sono i coefficienti della serie di Fourier. 
 
C.2.2.1  Equazione di continuità 
 
La prima equazione ad essere discretizzata è l’equazione di continuità che 
risulta centrata nel nodo della griglia (Fig C.2) 
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Fig.C.2 griglia di calcolo con i  valori dei coefficienti di fourier della velocità utilizzati 
per la discretizzazione dell’equazione di continuità, che risulta centrata nel nodo 
contrassegnato dal quadrato rosso 
 
 
C.2.2.2 Equazione di quantità di modo in direzione assiale  
 
Si discretizzano in questa sezione e nelle successive le tre equazioni scalari di 
quantità di moto che presentano rispetto all’equazione di continuità (che è 
lineare) dei termini non lineari (convettivi) che sono più complessi da 
discretizzate e che comportano per altro maggiori difficoltà nella soluzione del 
sistema algebrico risultante dalla discretizzazione che è non lineare..La tecnica 
della correzione di pressione, come si vedrà nel seguito, permette attraverso 
Appendice C                                                                                   203                                                            
 203 
un metodo di avanzamento esplicito nel tempo per il campo di velocità di 
calcolare tali termini utilizzando il campo  di velocità all’istante di tempo 
precedente e di calcolarlo quindi come un termine noto, scavalcando così il 
problema legato alla non linearità delle equazioni di Navier-Stokes. 
L’equazione di bilancio di quantità di moto assiale è per comodità cosi’ 
riscritta: 
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La derivata temporale è discretizzata mediante una formula di Eulero in avanti 
nel tempo: 
con l’indice new si è indicato il campo di velocità incognito all’istante n+1 
mentre per l’ istante n non si sono utilizzati pedici per una maggiore pulizia 
formale delle equazioni: 
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Fig.C.3 griglia di calcolo con i valori dei coefficienti di fourier della velocità  utilizzati 
per la discretizzazione dell’equazione di quantità di moto assiale, che risulta centrata 
nel nodo contrassegnato dal quadrato rosso 
 
 
C.2.2.3 Equazione di quantità di modo in direzione  radiale 
 
Similmente alla procedura seguita nella sezione precedente in questa si 
riscrivel’equazione di quantità di moto radiale come: 
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e la si discretezza quindi nei suoi diversi termini:  
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Fig.C.4 griglia di calcolo con i  valori della velocità utilizzati per la discretizzazione 
dell’equazione di quantità di moto radiale, che risulta centrata nel nodo contrassegnato 
dal quadrato rosso 
 
C.2.2.4 Equazione di quantità di modo in direzione  tangenziale 
 
In questa sezione si discretezza l’equazione di quantità di moto tangenziale 
chiudendo cosi’ il sistema; anche per questa equazione si segue la procedura 
precedentemente utilizzata per le altre due equazioni di quantità di moto. 
L’equazione è riscritta nella formulazione seguente: 
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e quindi discretizzata nei suoi diversi termini:  
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C.3 Soluzione numerica delle equazioni di Navier-Stokes 
 
 
Le equazioni discretizzate nel paragrafo precedente costituiscono un sistema 
algebrico non lineare di cui si cerca ora la soluzione. 
La scelta è ricaduta ancora sul metodo della correzione di pressione che 
permette in questo caso di trattare molto agevolmente la non linearità 
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(contenuta nei termini convettivi) che accoppia di fatto tutti i modi di 
Fourier(cosa che non accadeva nel caso assialsimmetrico e nella stabilità 
lineare del medesimo problema!). Il metodo costa come nei paragrafi 
precedenti sostanzialmente di tre passi che si susseguono ad ogni passo nel 
marching temporale: 
 
I)  calcolo di un campo provvisorio di velocità wvu ~,~,~   
II) imposizione dell’equazione di continuità (soluzione del laplaciano 
discreto di pressione ed imposizione quindi della solenoidalità del 
campo di velocità) 
III) aggiornamento delle velocità con la pressione ora calcolata 
 
 
 
Una particolare attenzione deve essere posta nel scrivere opportunamente le 
equazioni nel passo II) in prossimità del contorno (dove la pressione in genere 
non è data e va calcolata a posteriori). 
 
Riscritte le tre equazioni di quantità di moto nella forma: 
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si sostituiscono nell’equazione di continuità discreta ottendendo un laplaciano 
a 5 punti discreto: 
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Fig.C.5 griglia di calcolo con i  valori della pressione utilizzati nell’equazione del 
laplaciano di pressione (equazione di continuità) e dei termini  jiu ,
~ , jiw ,
~ e jiv ,
~ . 
 
La scrittura di tale laplaciano sul contorno deve tener conto del fatto che le 
velocità sono note; sui contorni fissi tipicamente sono nulle e per r=R va 
imposta la velocità radiale in ingresso (non omogenea). 
Ad esempio sul fondo del recipiente 0[ , ] 0.5r R R e x∈ =  l’equazione di 
continuità assume la forma: 
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Fig. C.6 Determinazione delle condizioni al contorno su parete solida nel caso di 
griglia staggered 
 
Se si scrive l’equazione di continuità nel punto ij ,0=  si ottiene subito: 
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se si suppone che la 
,
m
i jU , non definita sul contorno in questo caso ma a 
mezzo passo da esso abbia andamento lineare si ottiene: 
 
,0 , 1 0
2
m m
i i
wall
U U
U−
+
= =  
 
si ha un sistema di due equazioni nelle incognite 
,0 , 1,
m m
i iU U −  che è 
soddisfatto solo per 
,0 , 1
m m
i iU U −=   
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L’equazione di continuità assume quindi la forma: 
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ed  il laplaciano di pressione assume la forma “ridotta” a quattro punti: 
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Fig. C.7  griglia di calcolo con i  valori della pressione utilizzati nell’equazione del 
laplaciano di pressione in prossimità del contorno (il fondo solido del recipiente in 
questo caso) 
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Operazioni analoghe sono condotte su tutti i lati del dominio e per le diverse 
condizioni al contorno di volta in volta imposte. 
Infine, le considerazioni sul LTS effettuate per il caso assialsimmetrico si 
estendono direttamente anche a questo caso cosi’ come la singolarità sull’asse 
descritta in 3.4 che terrà conto questa volta contemporaneamente di più 
termini delle espressioni a causa dell’accoppiamento fra i modi introdotto dai 
termini non lineari. 
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